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DINÁMICA DE DISLOCACIONES
COMO FUENTE SÍSMICA
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Resumen

En este trabajo se estudiará el caso en el que una dislocación helicoidal sometida a
est́ımulos externos pueda cambiar su intensidad en función de ellos. A pesar de que las
ecuaciones de movimiento de una dislocación fueron encontradas, en ese trabajo no se
considera la posibilidad de que el vector de Burgers de la dislocación pueda variar como
producto del campo de desplazamientos externo. A pesar de que se exponen dos métodos
equivalentes para llegar a dichas ecuaciones, el método basado en el principio variacional
es mucho menos costoso desde el punto de vista algebraico, por lo que nos basamos en él,
incluyendo ahora al vector de Burgers de la dislocación como una coordenada generalizada
más del sistema. Para esto también fue necesario agregar un término más a las relaciones
para las variaciones espacio-temporales del desplazamiento generado por una dislocación,
puesto que también hab́ıa sido calculado considerando el vector de Burgers constante. Con
la aparición de estos términos ahora las ecuaciones resultantes no son sólo función de la
posición de la dislocación, si no también del campo externo evaluado en el plano de desli-
zamiento.

Desde un punto de vista śısmico, la idea de considerar que la magnitud de la dislocación
puede variar en el tiempo, como función de tensiones externas, es de suma importancia
para el estudio de la fuente. Nuestra motivación viene dada por la construcción de un mo-
delo de fuente en el que muchas dislocaciones interactúen para, dado un umbral de carga,
desencadenar el sismo. Sin embargo, la interacción entre dislocaciones está directamente
relacionada con el sus vectores de Burgers, de modo que el impacto de las cargas externas
sobre éstos condicionarán el comportamiento del sistema.

A pesar de que nuestro estudio se centra en la dinámica de una dislocación, ésta puede
ser vista como el borde de una falla, caracterizado por su vector de Burgers. Los despla-
zamientos de la dislocación en sentidos paralelos al plano de deslizamiento constituyen
aumento o disminución del área de discontinuidad, de modo que las ecuaciones obtenidas
son de igual forma relevantes en el estudio de la fuente. El problema completo consta de
un set de tres ecuaciones acopladas no lineales, que relacionan los desplazamientos de la
dislocación, el vector de Burgers y las derivadas temporales de ambos. El hecho de incluir
el vector de Burgers como una coordenada más del sistema da cuenta de una ecuación
completamente nueva, en la que aparece una relación del vector de Burgers como oscilador
armónico forzado por términos que dependen de la carga externa.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los terremotos son fenómenos naturales que presentan un gran impacto en la vida humana, tanto
en lo social como en lo económico, además de ser de un gran interés cient́ıfico, pues es posible, por
ejemplo, comprender más acerca de la estructura interna de la Tierra gracias a ellos. Por lo anterior se
ha hecho necesario estudiar e intentar comprender la dinámica de los sismos y de fenómenos asociados
a ellos además de tener la claridad de cómo se producen.

La visión actual de los terremotos tiene unos 100 años, sobre la que se han construido diversas
teoŕıas de las que mencionaremos algunas, se basa en la idea de que los terremotos se originan por la
liberación abrupta de enerǵıa elástica almacenada en ciertas zonas de la litosfera. El primer estudio
en que se mostró, de manera esquemática, que un terremoto pod́ıa ser visto de este modo corresponde
a Reid (1910) [5], en el marco de un estudio del terremoto de San Francisco de 1906. Uno de los casos
más importantes, sobre todo en nuestro páıs, en los que se puede ilustrar esta idea se tiene cuando los
esfuerzos acumulados en la litosfera tienen su origen en el continuo desplazamiento de las porciones
de ésta, llamadas placas tectónicas, sobre la astenósfera y que da origen a zonas (llamadas zonas de
subducción) en donde un placa se dobla, introduciéndose bajo la otra, como muestra la Figura 1.1.
Como, en general, la velocidad con que se desplazan las placas es constante podemos pensar que en la
zona de subducción se acumularán paulatinamente esfuerzos que, según este modelo de sismos, caerán
súbitamente en un terremoto.

Figura 1.1: Esquema t́ıpico de subducción.

Posteriormente fueron surgiendo modelos de la cinemática y la dinámica de la ruptura śısmica. En
los primeros se trata de describir una propagación de una discontinuidad en el desplazamiento, llamada
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

dislocación, a través de una falla preexistente y aparecieron después de varios intentos formulados de
manera adecuada en los años 60 en varias investigaciones independientes [6], [7] y [8]. En el caso de los
modelos dinámicos el principal objetivo es lograr describir la cinemática de la ruptura partiendo de
un estado dado de esfuerzos en la falla. Los primeros intentos importantes por lograr una descripción
dinámica de la fuente śısmica corresponden a Kostrov [9], [10] y [11], quien expuso este problema
de manera análoga al caso de la fractura de un metal. Aqúı, si bien se encuentra consistencia con
el modelo de Reid de manera que el esfuerzo cae cuando aparece un frente de ruptura, se tiene el
problema de que, tal como ocurre en un sólido cristalino, una vez iniciada la ruptura no es posible
describir su detención usando esta descripción.

Una exposición más completa de modelos de la fuente śısmica y discusiones acerca de ellos se puede
encontrar en [12].

En general la dinámica de los terremotos es algo sumamente complejo de tratar dado que tiene
muchas aristas a describir adecuadamente. Lo que es indispensable de considerar, como es expuesto
en [12], para un modelado adecuado de la fuente śısmica, es el proceso completo de carga elástica
de la falla, el proceso de fractura y la interacción entre fallas. Esto es algo bastante complicado de
cumplir dado el enorme rango de escalas temporales y espaciales que es debido abarcar para cubrir
estas caracteŕısticas en su totalidad. Por ejemplo, en el caso temporal, es claro que las escalas para que
se produzca la carga (que puede varias desde décadas hasta cientos de años) difieren en varios órdenes
de magnitud de las que se requieren para describir la cinemática del proceso de ruptura (del orden
de segundos). Igualmente en el caso espacial las escalas del frente de ruptura son bastante menores
que las adecuadas para describir los estados de esfuerzo globales que determinan el comportamiento
de una red de fallas.

Para capturar esta complejidad del fenómeno śısmico se han construido varios modelos. Sin embar-
go, los métodos numéricos usados no pueden resolver simultáneamente procesos de pequeñas y grandes
escalas espaciales. En 1967 Burridge y Knopoff [20] propusieron que un sistema de fallas puede ser
modelado por redes de bloques y resortes dando origen a las llamados modelos B-K, de los cuales
se han construido muchas variantes. La idea básica de los modelos B-K consiste en un conjunto de
bloques conectados a sus vecinos más cercanos mediantes resortes como muestra la Figura 1.2.

Figura 1.2: Esquema para un modelo B-K de la fuente. kl y kc son las constantes elásticas de los
resortes y V la velocidad de la placa superior.

Además cada uno de los bloques se encuentra conectado a una placa que se mueve con una velocidad
constante. Al resolver el set completo de ecuaciones dinámicas para cada bloque, se obtiene que



3

aparecen grupos de bloques que se deslizan producto de las interacciones mencionadas. Estos grupos
o avalanchas de bloques deslizándose se corresponden con un terremoto en estos modelos. Este tipo
de simulaciones es más accesible numéricamente que los casos descritos anteriormente.

En relación con nuestro trabajo han aparecido estudios recientes en los que se encuentran involu-
crados modelos B-K o derivados de éstos. En [13] se hace una revisión de la f́ısica estad́ıstica asociada
a los modelos B-K y se muestra que los terremotos representados por ellos pueden ser asociados a
transiciones de fase del sistema. En [14] se mostró que, usando un método inverso para un modelo
de Ising para terremotos descrito en el mismo trabajo, es posible reproducir las caracteŕısticas más
importantes de una zona de sismicidad. En este caso se usó para el estudio Grecia y sus alrededores.

Sin embargo, es importante notar que se ha demostrado [15] que tanto los modelos B-K como
sus derivados pertenecen a los llamados modelos intŕınsecamente discretos, es decir que no poseen un
ĺımite al continuo, por lo que se les ha criticado, pues no reproduciŕıan la dinámica real de la fuente.

En este contexto hemos pensado si es posible crear un modelo que, siguiendo la teoŕıa elasto-
dinámica de la fuente śısmica, pueda reproducir las propiedades estad́ısticas mencionadas y que los
terremotos obedezcan a una transición de fase del sistema. Como un primer acercamiento a esta idea
hemos pensado que los terremotos pudiesen resultar de la interacción de un conjunto de muchas dislo-
caciones con un campo de tensiones externo. La idea subyacente es que el proceso de carga de la fuente
quedase dado por un sistema en el que las dislocaciones se encuentren distribuidas aleatoriamente y
que de esta manera se obtenga una desplazamiento neto nulo. Para un umbral de tensión externa las
dislocaciones se ordenaŕıan (transición de fase) de modo tal que apareceŕıa un desplazamiento ma-
croscópico que daŕıa origen al terremoto. De esta manera el conjunto total de dislocaciones aportaŕıa
al desplazamiento total de la falla en presencia de las tensiones externas. Dichas tensiones pueden
deberse a diversos fenómenos de la litosfera, como por ejemplo la subducción anteriormente descrita.

De lograrse construir un modelo de estas caracteŕısticas obtendŕıamos una descripción sólida del
proceso que da origen a los terremotos, que reuniŕıa caracteŕısticas que le daŕıan cierta “ventaja”sobre
otros modelos. En particular nos dará una visión completamente elastodinámica de la ocurrencia de un
terremoto, sin tener que asociar parámetros aleatorios o estad́ısticos de manera forzada, como ocurre
en algunos modelos B-K.

La elastodinámica es una teoŕıa causal (en el sentido de que no existen variables “aleatorias”),
de manera que, a diferencia de los modelos B-K, podŕıamos tener una visión real del mecanismo
que gatilla y origina los terremotos. Por otra lado, la mecánica estad́ıstica nos permite introducir el
hecho de nuestra imposibilidad de seguir determińısticamente un sistema de muchas dislocaciones de
manera que tampoco constituye una modificación sustancial del sistema f́ısico considerado. Podremos
encontrar una relación dinámica que determine la ocurrencia de la ruptura como consecuencia de
la interacción natural del sistema. Una relación como la anterior nos permitiŕıa, entre otras cosas,
calcular el tiempo de carga para que se produzca un terremoto.

Para la construcción de un modelo como el descrito anteriormente hemos pensado en considerar un
sistema de muchas dislocaciones preexistentes que sometidas a tensiones externas puedan interactuar
de modo que en algún momento se desplacen abruptamente generando la ruptura śısmica. Como es
sabido, y veremos en el caṕıtulo 2.1, en una geometŕıa particular conocida como antiplana (SH en
sismoloǵıa) las fuerzas de interacción entre dos dislocaciones serán atractivas si son de signo opuesto
y repulsivas si son de igual signo. Dicho signo viene dado por el vector de Burgers, de modo tal que en
un sistema con dislocaciones del mismo signo tenderán a alejarse unas de otras. Sin embargo, aunque
las ecuaciones de movimiento para una dislocación fueron encontradas [2] aún no ha sido considerado
el hecho de que el vector de Burgers pueda cambiar bajo est́ımulos externos. Es por eso que nos
hemos fijado como objetivo para esta tesis encontrar las ecuaciones que describan tanto la variación
del vector de Burgers como los desplazamiento de la dislocación bajo un campo de tensiones externas.
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Para esto usaremos un principio variacional descrito en la sección 2.2. Además se deberá recalcular las
expresiones para las variaciones espacio-temporales del desplazamiento producido por una dislocación
para incluir el hecho de que la magnitud de la dislocación pueda variar en el tiempo. Esto está descrito
en la sección 3.1. Finalmente el cálculo de las ecuaciones de movimiento se encuentra en la sección 3.2
y un análisis cualitativo de ellas en el caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 2

Dislocaciones en medios elásticos

2.1. Definiciones y conceptos básicos sobre dislocaciones en medios
elásticos

Usualmente en un medio elástico podemos encontrar defectos que actúan como fuentes de defor-
mación interna. Un caso particular de ellos son las dislocaciones1 que pueden ser entendidas como una
discontinuidad en el vector de desplazamiento del medio ~u, definida en un plano, conocido como plano
de deslizamiento; tal que tanto las tensiones y deformaciones generadas sean continuas en el medio.
La región del medio que limita la zona donde se manifiesta la discontinuidad corresponde a una ĺınea,
conocida como “ĺınea de dislocación”. Es de notar que es usual hacer un abuso de lenguaje y llamar a
la ĺınea de dislocación simplemente como dislocación, aśı por ejemplo al referirnos al “desplazamiento
de la dislocación” nos estamos refiriendo en realidad la deformación de esta ĺınea.

Podemos distinguir dos tipos de dislocaciones fundamentales, aunque en realidad usualmente una
dislocación es una combinación de ambos. En primer lugar tenemos las dislocaciones helicoidales.
Como se ve en la Figura 2.1 la ĺınea de dislocación D es paralela al sentido de la discontinuidad b.
Observemos que al rodear la dislocación con sucesivos lazos se obtendrá una hélice, de alĺı el nombre
de este tipo de dislocación.

Otro tipo de dislocaciones son las llamadas dislocaciones de borde. En este caso la ĺınea de la
dislocación D es perpendicular a la dirección de la discontinuidad. En la Figura 2.2 podemos apreciar
una dislocación de borde. En el caso microscópico puede darse por ejemplo al introducir un semiplano
cristalino sobre D.

A pesar de que la geometŕıa de las dislocaciones helicoidales y de borde es bastante diferente,
esto sólo se manifiesta en la orientación de la discontinuidad b. De aqúı, se puede definir la cantidad
vectorial: ∮

L
dui =

∮

L
∂juidxj = −bi, (2.1)

como el “vector de Burgers” de la dislocación. Aqúı L es un contorno cerrado arbitrario que rodea la
dislocación.

Se puede demostrar [16] que una ĺınea de dislocación no puede terminar abruptamente en el
medio, debe por tanto, acabar en otra dislocación o defecto, salir del medio, o bien cerrarse sobre
śı misma. Es evidente que en este último caso la dislocación generará una superficie SD sobre la cual

1Una completa introducción al tema puede verse en [4] y [3].
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8 CAPÍTULO 2. DISLOCACIONES EN MEDIOS ELÁSTICOS

Figura 2.1: Dislocación helicoidal. La discontinuidad b está orientada en la misma dirección que la
dislocación D.

Figura 2.2: Dislocación de borde. La discontinuidad b es perpendicular a la dislocación D.

el desplazamiento ~u experimenta un salto ~b. De esta forma es posible escribir el tensor de deformación
eij como:

eij =
1
2
(∂iuj + ∂jui) =

1
2
(nibj + njbi)δ(ζ). (2.2)

Aqúı n̂ corresponde al vector normal a SD y ζ es un parámetro que vale cero sobre la superficie SD
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y vaŕıa sobre la normal de esta superficie. En otras palabras, como por definición D limita la región
discontinua de la continua en ~u, la superficie SD tiene una singularidad u, lo que genera que sobre ella
el tensor de deformación tome el valor de 2.2.

Es posible encontrar una expresión general para el desplazamiento ~u producto de la presencia de
una dislocación estática. Para esto usaremos la ley de Hooke y la ecuación elastodinámica:

σij = Cijkl ekl , (2.3)

σij,j + fv
i = 0 , (2.4)

donde fv
i corresponde a fuerzas de volumen aplicadas sobre el medio y σij es el tensor de tensiones.

La idea aqúı es introducir la deformación por dislocación como una fuerza de volumen ficticia, y con
la ayuda del tensor de Green del medio encontrar finalmente los desplazamientos. Para esto debemos
mencionar que el tensor de Green de un medio se define de modo que:

ui(rl) =
∫

Gij(rl − r′l) fv
j (r′l) dV ′. (2.5)

Esto es, al integrar las fuerzas actuantes sobre un volumen V ′ y multiplicarlas por el tensor de Green
del medio, obtendremos los desplazamientos deseados. En nuestro caso, por la ecuación elastodinámica
y asumiendo un medio homogéneo:

fv
i = −σij,j = −Cijkl ekl,j (2.6)

Luego, usando 2.2 y 2.5, y las propiedades de simetŕıa de Cijkl (i ↔ j, k ↔ l e ij ↔ kl), la integral
quedará evaluada en D producto de la δ, esto es:

ui(~r) = −Cjklm bm

∫

SD

dSl Gij,k(~r − ~r′). (2.7)

Situando el origen cerca de la dislocación, y a distancias r grandes comparadas con una longitud
caracteŕıstica de Sd (r >> r′) tendremos:

ui(~r) = −Cjklm dlm Gij,k(~r − ~r′). (2.8)

Con dlm = bm

∫
dSl = bm Sl el tensor de momento de la dislocación. En sismoloǵıa, al tratar el

problema de la fuente, se define el tensor de momento como: Mkl = Cjklmbm

∫
Sl. Esto es debido a que

las derivadas del tensor de Green Gij,k pueden ser interpretadas como “cuplas” de modo que Mpq co-
rresponde a la intensidad de la pq-ésima cupla. Un desarrollo entenso de este tema se puede ver en [17].

Calcularemos ahora la fuerza que actúa sobre una dislocación estática producto de un campo de
tensiones externos. Esta fuerza es conocida como la fuerza de Peach-Koehler, en honor a los investiga-
dores que la calcularon [18]. Para ello consideraremos el trabajo por unidad de volumen δR efectuado
por las tensiones internas del medio al variar el tensor de deformación una cantidad δeij . Considerando
que la enerǵıa elástica del medio es σij eij , tendremos [4]:

δR = −
∫

σik δeik dV. (2.9)

Como δeik representa el cambio en la deformación producto del desplazamiento de la ĺınea de la
dislocación y σik representa una carga de tensiones externas supuesta independiente de la posición de
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la dislocación podemos sacar δ fuera de la integral. Por otro lado, suponiendo que el sistema está en
equilibrio (σij,j = 0) y usando el hecho de que el tensor de tensiones es simétrico tendremos:

δR = −δ

∫
σik ui,k dV = −δ

∫
∂i(σik uk) dV. (2.10)

Podemos usar ahora el teorema de la divergencia para pasar la integral a una integral sobre la
superficie de SD, asumiendo que como condición de borde en el infinito no hay deformación. Como
en la ĺınea de la dislocación ui es discontinuo, podemos tomar un tubo de radio r que la rodee. Sin
embargo, puesto que ui tiende a infinito más lentamente que 1/r esta integral se anula. Luego sólo
nos quedamos con la integral en SD:

δR = −bk δ

∫

SD

σik dSi. (2.11)

Como δSi representa la variación de la superficie SD cuando la dislocación se desplaza una cantidad
δr. Aśı, si dl es un elemento de la ĺınea de la dislocación, tendremos δdSi = εijkδrj dlk = εijkδrj τk dl.
Aqúı τ̂ representa un vector tangente a la ĺınea de la dislocación. Luego:

δR = −
∫

L
bk εimn σikτn δrm dl. (2.12)

De este modo es natural definir la fuerza por unidad de longitud, que actúa sobre la dislocación
como:

fi = εiklτkσlm bm. (2.13)

Ahora bien, consideremos el campo de desplazamientos producidos por una dislocación helicoidal.
Como vemos en la Figura 2.1 este tipo de dislocaciones obedece a la geometŕıa antiplana. Esto es, si
ubicamos el eje z a lo largo de la ĺınea de dislocación y paralelo al vector de Burgers, el desplazamiento
~u será de la forma ~u = (0, 0, uz(x, y)). De modo que por simplicidad llamaremos u = uz. Lógicamente
también se tendrá ~b = (0, 0, b). Usando 2.1 se tendrá:

u =
b

2π
θ, (2.14)

con θ el ángulo de las coordenadas ciĺındricas. Para un medio lineal, tendremos que las únicas com-
ponentes de los tensores de esfuerzo y deformación no nulas son:

ezθ =
b

4π r
; σzθ =

µ b

2π r
, (2.15)

con µ la rigidez del medio. Aśı, usando la ecuación 2.13, podemos encontrar que la fuerza de interacción
entre dos dislocaciones helicoidales b1 y b2 por unidad de longitud, separadas a una distancia r viene
dada por:

f =
µb1b2

2πr
(2.16)

en la dirección radial. Es de notar que al igual que las cargas eléctricas, dislocaciones del mismo signo
se atraen y dislocaciones de signo opuesto se repelen.
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2.2. Principio variacional para un medio elástico

Según el principio de mı́nima acción el movimiento en el espacio de fase de un sistema f́ısico coincide
con el extremal del funcional

S =
∫ t2

t1

dtL, (2.17)

llamado “acción”. L se conoce como el lagrangiano del sistema y corresponde a la diferencia entre la
enerǵıa cinética T del sistema y la potencial V . Aśı, extremando la acción, es posible encontrar las
ecuaciones de movimiento en el espacio de fase de un sistema. Si el sistema es descrito por coordenadas
independientes, la variación de cada una debe ser igual a cero independientemente al extremar la
acción.

La idea es encontrar el lagrangiano de un medio elástico para lo cual recurriremos al conocido
ejemplo [19] de una barra de dimensiones transversal despreciable y cuyos elementos sólo pueden
moverse en direcciones paralelas a ella.

Para comenzar trataremos el problema discreto, es decir modelaremos al barra como compuesta
por part́ıculas puntuales masa m situadas a una distancia inicial h de sus vecinos, como muestra la
Figura 2.3. Las son desplazadas de sus posiciones iniciales xi a x′i. Luego el desplazamiento de cada
masa respecto a su posición original es ui = xi − x′i.

Figura 2.3: Modelo discreto para una barra.

Si asumimos una barra elástica, es decir, en que las interacciones entre las part́ıculas obedecen la
ley de Hooke y notando que el alargamiento o acortamiento total entre la i-ésima y la i + 1-ésima
part́ıcula es ui+1 − ui; tendremos que la enerǵıa potencial del sistema es:

V =
1
2

∑

i

k (ui+1 − ui)2, (2.18)

mientras que la enerǵıa cinética es dada por:

T =
m

2

∑

i

u̇2
i . (2.19)

Luego, podemos escribir el lagrangiano del sistema como:

L = T − V =
1
2

∑

i

mu̇2
i − k(ui+1 − ui)2 =

1
2

∑

i

h

[
m

h
u̇2

i − kh
(ui+1 − ui)2

h2

]
. (2.20)

Antes de hacer el paso al continuo debemos notar que el módulo de Young Y de la barra se define
como la constante de proporcionalidad entre la extensión por unidad de longitud y la fuerza que actúa
en un punto de ella. Luego usando la ley de Hooke:

F = k(ui+1 − ui) = kh
ui+1 − ui

h
⇒ Y = kh (2.21)
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Además, la cantidad m/h corresponde a la densidad lineal de masa ρ. Con estas consideraciones,
podemos tomar el ĺımite continuo haciendo h → 0 y tomando ui+1− ui = u(x + h)− u(x) llegamos a:

L =
1
2

∫ [
ρu̇2 − Y

(
du

dx

)2
]

dx (2.22)

Esta geometŕıa difiere levemente de la antiplana vista en la sección 2.1 en el sentido que acá los
desplazamientos son paralelos a la barra. El caso antiplano se asemeja más bien a una cuerda, sin
embargo, la forma del lagrangiano es exactamente la misma, sólo que para el segundo caso se considera
la rigidez µ en lugar del módulo de Young. Básicamente esto se debe a que la forma de las ecuaciones
de onda longitudinales y transversales son las mismas y esa seŕıa la única diferencia entre ambos
sistemas.
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Caṕıtulo 3

Campos externos sobre una
dislocación: Caso dinámico

3.1. Las relaciones de Mura

Como vimos en la sección 2.1 es posible encontrar el campo de desplazamientos producido por
una dislocación si conocemos el tensor de Green del medio que la contiene. Ahora queremos abordar
el problema de encontrar el campo de desplazamientos producido por una dislocación en movimiento
y a partir de él encontrar expresiones para sus derivadas espaciales y temporales. Este problema fue
abordado y resuelto por T. Mura en [1], para el caso en que el vector de Burgers ~b es constante enel
tiempo. Sin embargo, para poder efectuar los cálculos en la sección 3.2, necesitaremos levantar esta
restricción, es decir, considerando además que~b sea una función del tiempo, lo que supondrá una ligera
modificación a las relaciones obtenidas por T. Mura en [1], como mostraremos en esta sección.

Generalizando un poco la definición del tensor de Green de un medio dado en el caṕıtulo anterior
diremos que éste corresponde al desplazamiento en la dirección k en una posición ~x y tiempo t,
producido por una fuerza puntual proporcional a δ(t − t′) ejercida en la dirección m en ~x′ en un
tiempo t′. Esto es:

Uk(~x, t) = Gkm(~x− ~x′, t− t′)fm(~x′, t′). (3.1)

Aqúı, de la ecuación elastodinámica, Gkm satisface la ecuación de movimiento :

Cijkl Gkm,lj(~x− ~x′, t− t′) + δim δ(~x− ~x′, t− t′) = ρ G̈im(~x− ~x′, t− t′), (3.2)

con ρ la densidad del medio. En principio haremos la deducción para un cuerpo de extensión infinita
e impondremos la condición de borde de que en el infinito (muy lejos de la dislocación) el campo de
desplazamientos se anule. Con estas consideraciones comenzaremos el cálculo con la siguiente identidad,
obtenida a partir de la simetŕıa de Cijkl:

CijklUk,l(~x′, t′)Gim,j(~x− ~x′, t− t′) = CijklUi,j(~x′, t′)Gkm,l(~x− ~x′, t− t′). (3.3)

Si integramos por partes la identidad 3.3, en todo el volumen y aplicamos el teorema de la diver-
gencia tendremos:

∫
dV ′CijklUk,l(~x′, t′)Gim,j(~x− ~x′, t− t′) =

∫
dV ′CijklUi,j(~x′, t′)Gkm,l(~x− ~x′, t− t′),

15
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⇒
∫

dV ′ ∂

∂x′j
[CijklUk,lGim]−

∫
dV ′CijklUk,ljGim

=
∫

dV ′ ∂

∂x′j
[ CijklUiGkm,l] +

∫
dV ′CijklUiGkm,lj

⇒
∫

dS′j CijklUk,lGim −
∫

dV ′CijklUk,ljGim

=
∫

dS′j CijklUiGkm,l +
∫

dV ′CijklUiGkm,lj . (3.4)

Como Ui,k(~x′) = ∂Ui
∂x′k

y Gij,k = ∂Gij

∂(xk−x′k)
hemos usado el hecho de que ∂Gij

∂xk
= −∂Gij

∂x′k
para que exista

consistencia en los ı́ndices en las expresiones de arriba.
Es importante notar que en la ecuación 3.4 los términos que involucran integrales de superficie en

principio están evaluados en la frontera de todo el volumen del espacio, que seŕıa una superficie en el
infinito más la superficie de deslizamiento (que constituye una superficie de discontinuidad en ~U) y
por nuestra condición de borde sólo este último término es no nulo.

El tensor de tensiones σij que origina un campo de desplamientos Uk puede ser obtenido mediante
σij = CijklUk,l. En el caso de la ecuación 3.4 el campo de desplazamientos ~U al que se hace referencia
corresponde al campo total del sistema, es decir un campo externo más el originado por la dislocación
misma, por lo que el factor CijklUk,l presente en el término del lado derecho de 3.4 en principio
corresponde a dos campos de tensiones. Sin embargo, como la integral se encuentra evaluada en el
plano de deslizamiento y aqúı se anula el campo de esfuerzos generado por la dislocación este término
se puede reescribir como:

−
∫

Fi(~x′, t′)Gim(~x− ~x′, t− t′)dS′, (3.5)

con Fi = σijn̂j la fuerza por unidad de superficie ocasionada por las tensiones externas en la superficie
de deslizamiento con normal n̂.

Usando la ecuación de la elastodinámica σij,j = ρ Üi el segundo término del lado derecho de 3.4
queda: ∫

ρ Üi(x′, t′)Gim(~x− ~x′, t− t′) dV ′. (3.6)

Como en la superficie de deslizamiento ~U presenta una discontinuidad dada por el vector de Burgers
~b tendremos que el primer término del lado izquierdo de 3.4 es :

∫
dS′j CijklbiGkm,l(~x− ~x′, t− t′). (3.7)

El último término de 3.4 es reescrito despegando la ecuación 3.2 para Cijkl Gkm,lj(~x − ~x′, t − t′),
resultando:

∫
dV ′ ρ G̈im(~x− ~x′, t− t′)Ui(x′, t′)−

∫
dV ′ δim δ(~x− ~x′, t− t′) Ui(x′, t′) (3.8)

Las integrales en el tiempo van desde −∞ a ∞, y en ambos extremos tenemos que Ġim = Gim = 0,
de modo que al integrar por partes con respecto a t′ en 3.6 y el primer término en 3.8 resulta:

∫
dt′ dV ′ ρ U̇ Ġim, (3.9)
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de modo que en 3.4 ambos términos se cancelan. Con esta consideración al reemplazar 3.5, 3.6, 3.7 y
3.8 en 3.4, integrando en el tiempo y despejando para el último término en 3.8 resulta:

Um(x, t) =
∫

dt dS′j CijklbiGkm,l(~x− ~x′, t− t′) +
∫

dt dS Fi(~x′, t′) Gim(~x− ~x′, t− t′). (3.10)

Notemos que en la expresión 3.10 existen dos términos, el primero corresponde al campo de des-
lazamientos generado por la dislocación, que es elásticamente independiente de la fuerza aplicada y el
segundo término corresponde a un campo de desplazamientos generado por la fuerza externa actuan-
do en el cuerpo. Para obtener las derivadas temporales y espaciales del campo de desplazamientos
producidos por una dislocación consideraremos sólo el primer término en 3.10.

Para obtener la derivada temporal del primer término en 3.10 debemos advertir que en el integrando
nada dependen de t salvo Gkm,l, pues la dependencia temporal de b está ligada a t′, al igual que el
cambio temporal del plano de deslizamiento. De aqúı tendremos:

U̇m(x, t) =
∫

dt′ dS′j CijklbiĠkm,l. (3.11)

La expresión de arriba puede expresarse como la suma de dos términos: Uno que involucra una
integral de ĺınea a lo largo de la dislocación y otro que contiene la tasa de variación temporal de b.
Para demostrar esto usaremos la siguiente propiedad: Como Gij se anula en t′ = ±∞, es evidente que
la integral ∫ ∞

−∞

d

dt′

[∫
dS′j Cijkl Gkm,l bi

]
dt′ (3.12)

se anula. Luego, desarrollando la expresión de arriba se tendrá:
∫ ∞

−∞

d

dt′

[∫
dS′j Cijkl Gkm,l bi

]
dt′ =

∫ ∞

−∞

∫
dṠ′j Cijkl Gkm,l bi dt′

−
∫ ∞

−∞

∫
dS′j Cijkl Ġkm,l bi dt′

+
∫ ∞

−∞

∫
dS′j Cijkl Gkm,l ḃidt′ = 0,

(3.13)

de donde:
∫ ∞

−∞

∫
dS′j Cijkl Ġkm,l bi dt′ =

∫ ∞

−∞

∫
dS′j Cijkl Gkm,l ḃi dt′ +

∫ ∞

−∞

∫
dṠ′j Cijkl Gkm,l bi dt′. (3.14)

En la expresión el segundo término del lado derechoinvolucra una integración en dṠ′i. Este elemento
diferencial corresponde f́ısicamente al cambio dS′i que experimenta la superficie de deslizamiento en
un tiempo dt′, producto del movimiento de la dislocación. Por esta razón puede ser rescrito como
dṠ′i = εijkVjdl′k, donde Vj = d rj

d t′ corresponde a la velocidad con se mueve la dislocación y dl′k es el
elemento de ĺınea de la dislocación. Esta relación está basada en el hecho de que la norma del producto
cruz entre 2 vectores es el área que ellos subtienden. Usando este resultado la expresión de arriba se
puede reescribir como:

∫ ∞

−∞

∫
dS′j Cijkl Ġkm,l bi dt′ =

∫ ∞

−∞

∫
dS′j Cijkl Gkm,l ḃidt′ +

∫ ∞

−∞

∫
dl′hεjnhVn Cijkl Gkm,l bi dt′.

(3.15)
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Reemplazando la expresión 3.15 en 3.11 llegamos a:

U̇m(x, t) =
∫ ∞

−∞

∫
dS′j dt′Cijkl Gkm,l ḃi +

∫ ∞

−∞

∫
dl′h dt′εjnhVn Cijkl Gkm,l bi. (3.16)

Como es lógico, si el vector de Burgers es contante este resultado se reduce a la relación obtenida
por Mura en [1].

Ahora debemos obtener una ecuación para la derivada espacial de los desplazamientos. De manera
análoga al caso anterior consideraremos sólo los desplazamientos producidos por la dislocación. Aśı,
la derivada espacial con respecto a xn del primer término en 3.10 nos da:

Um,n =
∫

dt dS′j CijklbiGkm,ln(~x− ~x′, t− t′). (3.17)

Podemos separar la expresión anterior en dos términos que involucren integrales de ĺınea a lo largo
de la dislocación y otro que contenga la tasa de variación temporal de ~b. En efecto:

Um,n =
∫

dt′ dS′j CijklbiGkm,ln(~x− ~x′, t− t′) +
∫ ∞

−∞

d

dt′

[∫
dS′n ρ Ġim bi

]
dt′

=
∫

dt′ dS′j CijklbiGkm,ln +
∫

dṠ′n dt′ ρ Ġim bi −
∫

dS′n dt′ ρ G̈im bi +
∫

dS′n dt′ ρ Ġim ḃi

Pero el tercer término en la expresión de arriba puede ser transformado usando 3.2. Como la delta
de Dirac es tridimensional en esa ecuación se anula ser evaluada en una superficie. Además, el término
que involucra una integral en dṠ puede ser rescrito como una integral a lo largo de la dislocación según
lo expuesto al encontrar la expresión para U̇ . Luego:

Um,n =
∫

dt′ dS′j CijklbiGkm,ln +
∫

εnlhdl′h dt′ Vl ρ Ġim bi −
∫

dS′n dt′Cijkl Gkm,lj bi

+
∫

dS′n dt′ ρ Ġim ḃi

= (δpjδqn − δpnδqj)
∫

dS′p dt′Cijkl Gkm,lq bi +
∫

εnlhdl′h dt′ Vl ρ Ġim bi +
∫

dS′n dt′ ρ Ġim ḃi

= (−εpqhεnjh)
∫

dS′p dt′Cijkl Gkm,lq bi +
∫

εnlhdl′h dt′ Vl ρ Ġim bi +
∫

dS′n dt′ ρ Ġim ḃi.

Aplicando el teorema de Stokes al primer término de la última expresión (cambiaremos el elemento
de integración según −εpqhdS′p

∂
∂x′q

→ dl′h) resulta :

Um,n = εnjh

∫
dl′h dt′Cijkl Gkm,l bi + εnlh

∫
dl′h dt′ Vl ρ Ġim bi +

∫
dS′n dt′ ρ Ġim ḃi. (3.18)

Nuevamente observamos que para el caso de que ~b no vaŕıe en el tiempo el resultado se reduce al
obtenido en [1].

Las ecuaciones 3.16 y 3.18 constituyen nuestras relaciones para las variaciones temporales y espa-
ciales del campo de desplazamientos producido por una dislocación en el caso de que la magnitud de
la misma no necesariamente sea constante. Con ellas podremos calcular las ecuaciones de movimiento
de una dislocación para un caso más realista desde es punto de vista śısmico. Este procedimiento es
descrito en la sección 3.2.
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Asumiendo un medio isótropo, donde Cijkl = λ δij δkl + µ (δikδjl + δilδjk), las ecuaciones 3.18 y
3.16 pueden ser rescritas en el caso antiplano, para una dislocación helicoidal orientada en el eje z.
En efecto, como ~U , ~b, ~dl son paralelos al eje z y la geometŕıa sólo admite fuerzas orientadas en esta
dirección, de 3.1 tendremos que sólo Gzz es no nula. Además, tanto Gzz como ~U no dependen de z.
Con estas consideraciones 3.16 queda:

U̇(x, t) =
∫ ∞

−∞

∫
dS′l dt′µG,l ḃ +

∫ ∞

−∞

∫
dl′ dt′ε3jnµVn G,j b. (3.19)

Mientras que 3.18 resulta:

U,n = ε3nj

∫
dl′ dt′ µG,j b + ε3nl

∫
dl′ dt′ Vl ρ Ġ b +

∫
dS′n dt′ ρ Ġ ḃ. (3.20)

De este modo, introduciendo la notación indicial 2-dimensional; esto es : a, b, c, · · · = 1, 2 y ε11 =
ε22 = 0, ε12 = −ε21 = 1, se tendrá que las ecuaciones de Mura para el caso antiplano son dadas por:

U̇(x, t) =
∫ ∞

−∞

∫
dS′a dt′µ G,a ḃ +

∫ ∞

−∞

∫
dl′ dt′εabµVb G,a b, (3.21)

U,a = εab

∫
dl′ dt′ µG,b b + εac

∫
dl′ dt′ Vc ρ Ġ b +

∫
dS′a dt′ ρ Ġ ḃ. (3.22)

Este resultado nos será útil en la sección 3.2, en donde generalizaremos las ecuaciones de movimien-
to para una dislocación mediante el postulado de que su intensidad puede variar como una función
del tiempo y forzada por tensiones externas.
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3.2. Ecuación dinámica para una dislocación helicoidal: Caso śısmico

El problema de encontrar las ecuaciones dinámicas para una dislocación bajo un campo de tensiones
externo fue abordado y resuelto por F. Lund en 1988 [2]. En ese trabajo se obtienen ecuaciones de
movimiento para una dislocación helicoidal en el caso antiplano (además de las ecuaciones para el caso
general 3-dimensional) usando dos métodos: La conservación del momentum y la enerǵıa, y el principio
variacional. A pesar de ser f́ısicamente equivalentes, el segundo método es considerablemente menos
laborioso, desde el punto de vista algebraico, de modo que todos nuestros cálculos estarán basados en
él.

Como es discutido por R. Madariaga ([12], cap. 4) la cáıda de esfuerzos al interior de una falla
dependerá en general de la variación temporal del vector de Burgers, puesto que las ondas son irra-
diadas desde la dislocación cuando haya un cambio en el estado de formación, y en el caso en que el
medio a considerar sea la Tierra sólida no existe, en principio, ninguna limitación en que la magnitud
de la dislocación, dada por el vector de Burgers, pueda variar. Esto contrasta con el caso en que
la dislocación se encuentre en un sólido cristalino, que es discutido por ejemplo en [3]. Aqúı, por la
naturaleza misma de la dislocaciones, el vector de Burgers estará ligado a la estructura de la red, que
en principio, se puede considerar que no será alterada por est́ımulos externos. El caso considerado en
[2] supone que el vector de Burgers no vaŕıa en el tiempo y por tanto no depende del est́ımulo externo,
lo que es perfectamente válido en las condiciones señaladas anteriormente.

Consideraremos entonces, una ligera modificación en la deducción de las ecuaciones de movimiento
de una dislocación, de modo que la magnitud de la misma sea una variable más del sistema. Siguiendo
la misma idea que en [2], usaremos un principio variacional: Los desplazamientos u en un medio elástico
homogéneo e isótropo, en el caso antiplano, deben extremar la acción S:

S =
1
2

∫
dt d3x

[
ρ

(
∂u

∂t

)2

− µ(∇u)2
]

. (3.23)

Aqúı ρ corresponde a la densidad del medio y µ es su rigidez. Notemos que la acción debe extremarse
al variar una cantidad δu el desplazamiento u. Para comenzar el cálculo consideraremos en 3.23 la
siguiente sustitución u → U +u que quiere decir que consideraremos que el campo deformación total en
el medio corresponde a una superposición de un desplazamiento U producido por una tensión externa
con otro u producido por la dislocación. Ahora tendremos tres términos al lado derecho de 3.23. Sm

denotará el término que contenga desplazamientos externos y propios de la dislocación mezclados, Ss

denota el término que contiene sólo desplazamientos propios de la dislocación y Se denota el término
que contiene sólo desplazamientos externos. Aśı, se sigue de 3.23 que:

Sm =
∫

dt d3x

[
ρ

∂

∂t

(
u

∂U

∂t

)
− µ∇ · (u∇U)

]
. (3.24)

Aqúı se ha usado el hecho de que U debe satisfacer la ecuación de onda:

ρ
∂2U

∂t2
− µ∇2U = 0, (3.25)

que es la ecuación de movimiento resultante al extremar Se para variaciones δU de U . Esto equivale
a decir que δSe = 0 independientemente de Sm y Ss.

Para poder efectuar la integral 3.24, debemos excluir del dominio de integración, que en principio
corresponde a todo el espacio, todos los puntos de discontinuidad los cuales son mostrados en la Figura
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3.1. Éstos corresponden al plano de deslizamiento (A2), que por definición es donde u es discontinuo, y
la dislocación misma, alrededor de la cual se extiende un tubo delgado que la rodea (A1). Como A1 y
A2 son funciones de la posición de la dislocación ~X, no serán superficies contantes y por tanto la acción
S dependerá de la posición de la dislocación ~X(t), del vector de Burgers ~b(t) y del desplazamiento
externo U(~x, t).

(a) Dominio de integración para S en un
tiempo determinado.

(b) Dominio de integración para S exclu-
yendo la condenada x3.

Figura 3.1: Superficies discontinuas en el dominio de integración de S.

Para calcular 3.24 de una forma clara, haremos Sm = S
(1)
m − S

(2)
m . Como hemos dicho, el dominio

de integración en 3.24 excluye los puntos de singularidad, de modo que tendremos:

S(1)
m =

∫

V 4

dt d3x ρ
∂

∂t

(
u

∂U

∂t

)
−

∫

V ′4
dt d3x′ ρ

∂

∂t

(
u

∂U

∂t

)
. (3.26)

Aqúı el volumen V ′ corresponde al volumen generado al desplazar en un peŕıodo de tiempo (infinite-
simalmente pequeño) δt las superficies de discontinuidad. Esto es: d3x′ = (dS1

i + dS2
i )Viδt, donde dS1

i

y dS2
i corresponden a los elementos de A1 y A2 respectivamente (Figura 3.1) y Vi es la velocidad con

que se desplazaron las superficies en δt, que es en nuestro caso la velocidad de la dislocación ∂Xi
∂t . Con

esta consideración, obtendremos

S(1)
m =

∫

V
d3x ρu

∂U

∂t

∣∣∣∣
t2

t1

−
∫

dt

∫

A1

dS1
i Vi δt ρ

∂

∂t

(
u

∂U

∂t

)

−
∫

dt

∫

A2

dS2
i Vi δt ρ

∂

∂t

(
u

∂U

∂t

)

=
∫

V
d3x ρu

∂U

∂t

∣∣∣∣
t2

t1

−
∫

dt

∫

A1

dS1
i Vi ρu

∂U

∂t
−

∫
dt

∫

A2

dS2
i Vi ρu

∂U

∂t
.

Asumiendo que la deformación producida externamente U se anula para para t1 y t2 lo suficiente-
mente lejanos en el pasado y futuro, el primer término en la última expresión se anula. Además, como
∂U
∂t se ha supuesto continuo en la dislocación misma, al hacer tender a cero el radio del tubo A1 el
segundo término también se anula. Luego, usando el hecho de que en A2 (plano de deslizamiento) el
desplazamiento u sufre una discontinuidad b = b(t), tenemos:

S(1)
m = −

∫
dt b

∫

A2

dS2
i Vi ρ

∂U

∂t
. (3.27)
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Ahora bien, para la integral S
(2)
m podemos aplicar el teorema de Gauss, y realizar la integral de la

superficie que limita al dominio de integración. Nuevamente los puntos singulares son excluidos este
dominio, por lo que los ĺımites del volumen de integración serán una superficie en el infinito más A1

y más A2. Observemos que todas estas superficies están conectadas pues el plano de deslizamiento se
extiende desde la dislocación hasta el infinito. De esta forma S

(2)
m queda:

S(2)
m =

∫
dt d3x µ∇ · (u∇U)

=
∫

dt

∫

A∞
dSi µ u∂iU +

∫
dt

∫

A1

dS1
i µu ∂iU +

∫
dt

∫

A2

dS2
i µu ∂iU.

(3.28)

Si suponemos que U se anula a distancias grandes de la dislocación, el primer término de la última
expresión se anula. Además, como suponemos que ∇U no es singular en la dislocación misma, análoga-
mente al caso anterior, al hacer tender el radio de A1 a cero el segundo término se anula. Considerando
nuevamente que u tiene una discontinuidad b en A2 tendremos:

S(2)
m =

∫
dt b

∫

A2

dS2
i µ ∂iU. (3.29)

Por lo que nuestra expresión para Sm quedaŕıa:

Sm = S(1)
m − S(2)

m = −
∫

dt b

∫

A2

dS2
i

[
Vi ρ

∂U

∂t
+ µ∂iU

]

= −µ

∫
dt b

∫

A2

dS2
i

[
Vi β

−2 ∂U

∂t
+ ∂iU

]
, (3.30)

con β =
√

(µ/ρ) la velocidad de las ondas de cizalle (ondas S).
Como se ve en 3.29 para calcular la acción Sm debemos efectuar una integral sobre todo el plano

de deslizamiento (A2). Como se ve en la Figura 3.2 dicha superficie posee un vector normal que se
encuentra contenido en el plano x1-x2, y cuya área puede ser calculada como el producto cruz entre
un vector ~Y que va entre la dislocación y el infinito con otro vector L que se extiende a lo largo de la
ĺınea de la dislocación.

Para efectuar el cambio de variable, notemos que:

dS2
i = εijkLj dYk = εijkLj

∂Yk

∂ε
dε.

Dado que ~L = (0, 0, L), con L el largo (“infinito”) de la dislocación, podemos reescribir la ecuación
anterior como:

dS2
a = Lεab

∂Yb

∂ε
dε.

Aqúı convendremos en que a, b, c, · · · = 1, 2 y, como es lo usual, i, j, k, ... = 1, 2, 3. Además εab corres-
ponde al tensor totalmente antisimétrico de rango 2, es decir: ε12 = −ε21 = 1 y ε11 = ε21 = 0. Como ε
vaŕıa entre la dislocación y el infinito, ya que ~Y (ε = 0, t) = ~X(t), la ecuación 3.30 queda:

Sm = −µL

∫
b dt

∫ ∞

0
dε εab

∂Yb

∂ε

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)
(3.31)

Procederemos ahora a extremar la acción mezclada con respecto a variaciones δb de b y δYa de Ya.
De la ecuación 3.31 es claro que δSm tendrá la forma:

δSm = −µL[S(a)
m (δb) + S(b)

m (δ~Y )], (3.32)
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Figura 3.2: Descomposición del plano de deslizamiento para la integración de la ecuación 3.30. Aqúı ε
es un parámetro que vaŕıa entre la dislocación y el infinito

con S
(a)
m dado por:

S(a)
m =

∫
δb dt

∫ ∞

0
dε εab

∂Yb

∂ε

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)

=
∫

δb dt

∫ ∞

0
dε εab

[
∂

∂ε
Yb

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)

−Yb
∂

∂ε

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)]

=
∫

δb dt εab

[
Xb

(
∂aU( ~X(t)) + β−2 ∂Xa

∂t

∂U( ~X(t))
∂t

)

−
∫ ∞

0
dε Yb

∂

∂ε

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)]
. (3.33)

Aqúı se ha usado el hecho que el campo externo U se anula en el infinito.
Para llevar acabo el cálculo de S

(b)
m usaremos el hecho que como en el dominio de integración

~x = ~Y , para cualquier función f evaluada en el dominio ~Y se satisface que:

εab

[
∂Yb

∂ε
δfa − δYb

∂

∂ε
fa

]
= εab

[
∂Yb

∂ε

∂fa

∂Yc
δYc − δYb

∂fa

∂Yc

∂Yc

∂ε

]

= εcb
∂Yb

∂ε

∂fc

∂Ya
δYa − εcbδYb

∂fc

∂Ya

∂Ya

∂ε

= εca
∂Ya

∂ε

∂fc

∂Yb
δYb − εcbδYb

∂fc

∂Ya

∂Ya

∂ε
,

y como cualquier vector bidimensional satisface que εabAc = εcbAa− εcaAb, y en nuestro caso −εab∂c =
εca∂b − εcb∂a, la expresión de arriba queda:

εab

[
∂Yb

∂ε
δfa − δYb

∂

∂ε
fa

]
= εabδYa∂cfc

∂Yb

∂ε
. (3.34)
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Calculando ahora S
(b)
m tendremos que :

S(b)
m =

∫
b dt

∫ ∞

0
dε εab δ

{
∂Yb

∂ε

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)}

=
∫

b dt

∫ ∞

0
dε εab

{
∂ δ Yb

∂ε

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)
+

∂Yb

∂ε
δ

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)}

=
∫

b dt

∫ ∞

0
dε εab

{
∂

∂ε
δ Yb

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)
− δ Yb

∂

∂ε

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)

+
∂Yb

∂ε
δ

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)}

=
∫

b dt

∫ ∞

0
dε εab

{
∂

∂ε
δYb

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)

+β−2

[
∂Yb

∂ε
δ

(
∂Ya

∂t

∂U

∂t

)
− δYb

∂

∂ε

(
∂Ya

∂t

∂U

∂t

)]

+
∂Yb

∂ε
δ ∂a U − δ Yb

∂

∂ε
∂aU

}
.

Si usamos la ecuación 3.34 en la tercera ĺınea de la última expresión, y sumando y restando el
término ∂Yb

∂ε δYa
1
β2

∂2U
∂t2

, podemos llegar a:

S(b)
m =

∫
b dt

∫ ∞

0
dε εab

{
∂

∂ε
δ Yb

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)

+β−2

[
∂Yb

∂ε
δ
∂Ya

∂t

∂U

∂t
+ δYa

∂U

∂t

∂

∂ε

∂Yb

∂t

]
+

∂Yb

∂ε
δYa

1
β2

∂2U

∂t2

+
∂Yb

∂ε
δYa∇2U − ∂Yb

∂ε
δYa

1
β2

∂2U

∂t2

}

=
∫

b dt

∫ ∞

0
dε εab

{
∂

∂ε
δ Yb

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)

+ β−2 ∂

∂t

(
δYa

∂Yb

∂ε

∂U

∂t

)

−∂Yb

∂ε
δYa

(
1
β2

∂2U

∂t2
−∇2U

)}

La segunda ĺınea en esta expresión se anula, pues la variación de las coordenadas δ~Y es nula en
los extremos t1 y t2. La tercera ĺınea también es igual a cero, puesto que el campo externo debe
ser solución de la ecuación de onda en el medio elástico, según supusimos. De esta manera sólo la
integral de la primera ĺınea es distinta de cero. Esta expresión queda evaluada en los extremos de ε
que corresponden al infinito y a la dislocación. Como en el infinito U es supuesto nulo, tendremos que:

S(b)
m =

∫
b dt εab δXb

(
∂aU + β−2 ∂Xa

∂t

∂U

∂t

)
. (3.35)
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Y ahora usando las ecuaciones 3.32, 3.33 y 3.35, podemos escribir la variación de la acción mezclada
como:

δSm = −µL

{∫
δb dt εab

[
Xb

(
∂aU( ~X(t)) + β−2 ∂Xa

∂t

∂U( ~X(t))
∂t

)
−

∫ ∞

0
dε Yb

∂

∂ε

(
∂aU + β−2 ∂Ya

∂t

∂U

∂t

)]

+
∫

b dt εab δXb

(
∂aU + β−2 ∂Xa

∂t

∂U

∂t

)}
. (3.36)

De esta última expresión se ve que ahora la acción mezclada depende, al contrario del caso en que
b es contante, de una integral realizada en el plano de deslizamiento. Esto se puede explicar bajo el
siguiente argumento: Si b es una variable más del sistema que se encuentra definida en el plano de
deslizamiento, su variación dependerá del campo U en dicho plano, además de afectar al movimiento
mismo de la dislocación. Aqúı debemos notar que, como se puede seguir del cálculo, en los términos
que no involucran integrales sobre ε (plano de deslizamiento) el campo U se encuentra evaluado en la
dislocación ~X.

Veremos ahora que ocurre con la acción Ss que contiene sólo términos del desplazamiento generado
por la dislocación. Esta es dada por:

Ss =
µ

2

∫
dt d3x

[
β−2

(
∂u

∂t

)2

− (∇u)2
]

=
µ

2

∫
dt d3x

[
β−2 ∂

∂t
u

∂u

∂t
−∇ · (u∇u)

]
.

(3.37)

Evidentemente aqúı el volumen de integración es el mismo que el descrito para el cálculo de Sm

(ver Figura 3.1 y ecuación 3.26). De este modo es directo que al excluir los puntos discontinuos del
dominio de integración tendremos, análogamente al caso anterior, que:

Ss =
µ

2β2

∫
d3xu

∂u

∂t

∣∣∣∣
t2

t1

− µ

2

∫
dt

∫

A∞
dSi u∇u− µ

2

∫
dt

∫

A1

dS1
i u

(
∂iu + β−2Vi

∂u

∂t

)

− µ

2

∫
b dt

∫

A2

dS2
i

(
∂iu + β−2Vi

∂u

∂t

)
.

Para este caso debemos pensar en mantener aquellos términos divergentes despreciando los que
sean finitos. Al hacer tender el radio del tubo en A1 a cero y pensando en una dislocación estática en
un pasado y futuros lejanos tendremos que todos los términos son finitos salvo la integral en el plano
de deslizamiento. Luego:

Ss = −µ

2

∫
b dt

∫

A2

dS2
i

(
∂iu + β−2Vi

∂u

∂t

)
. (3.38)

En este punto debemos recurrir a las ecuaciones 3.21 y 3.22 que se han calculado para u̇ y ∂aU .
Reemplazando en 3.38 resulta:

Ss = I + II, (3.39)

con:

I = −µ

2

∫
b(t) dt

∫
dSa

(∫
dS′a dt′ρ ḃ(t′)Ġ +

Va

β2
µ

∫
dS′b dt′ ḃ(t′) ∂bG

)
, (3.40)
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II = −µ

2

∫
b(t) dt

∫
dSa

(
εab

∫
dl′ dt′ µ b(t′) ∂bG + εac

∫
dl′ dt′Ẋcρ b(t′) Ġ +

Va

β2
εcb

∫
dt′ dl′µ b(t′)Ẋc ∂bG

)
.

(3.41)
La integral I debe ser efectuada sobre el plano de deslizamiento en un instante t y otro t′. En

la Figura 3.1 podemos ver ambas superficies generadas por la dislocación en los tiempos t y t′. Para
resolver esta integral efectuamos una integración por partes en t para el primer término y para el
segundo, usando el hecho que dS′b = εbcdH ′

c dl′, con ~H un vector que vaŕıa entre desde la dislocación
y el infinito, por el plano de deslizamiento; es posible usar el teorema de Stokes. Luego se tendrá:

Figura 3.3: Esquema de integración para Ss. La dislocación en un tiempo t se encuentra en una posición
~Y (s, t) = ~X(l′, t′) + ~ε.

I = −µ

2

∫
dt dSa

(
−

∫
dS′a dt′ρ ḃ(t′) ḃ(t)G +

Va

β2
µ

∫
dl′ dt′ ḃ(t′) b(t) G

)
. (3.42)

Es importante observar que como el contorno de S′ corresponde a la dislocación misma más ĺıneas
rectas en el “infinito” (Figura 3.1), de modo que al aplicar el teorema de Stokes la integral queda
evaluada en la dislocación. Si hacemos ∆s = s− l′ y ∆t = t− t′, tendremos que:

I = −µ

2

∫
d(∆t) εac dHc d(∆s)

(
−

∫
εab dH ′

b dl′ dt′ρ ḃ(t′) ḃ(t) G +
Va

β2
µ

∫
dl′ dt′ ḃ(t′) b(t) G

)
. (3.43)

En el apéndice A se encuentran explicados algunos resultados que usaremos en esta parte.
En primer lugar se efectuará la integral de G sobre s y l′. En este caso tendremos que G =

G(~Y (s, t)− ~X(l′, t′), t− t′). La expresión expĺıcita de G para un medio isótropo antiplano es:

G(~x, t) =
δ(t− |~x|

β )

4πµ |~x| (3.44)

Luego, usando la ecuación A.6 y A.7, tendremos:
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I = − ρ

8π

∫
d(∆t) dt′ dl′ εac dHc d(∆s)

(
−

∫
εab dH ′

b ḃ2(t′) + Va ḃ(t′) [b(t′) + ḃ(t′)∆t]
)

δ(∆t−
q

ε2+ ~̇X2∆t2+∆s2

β )√
ε2 + ~̇X2∆t2 + ∆s2

.

(3.45)
Ahora debemos usar la conocida fórmula:

δ[g(x)] =
∑

i

δ(x− xi)
|g′(xi)| , (3.46)

donde xi representa el i-ésimo cero de g. En nuestro caso tomaremos este resultado para x = ∆t.
Luego:

g(∆t) = ∆t−

√
ε2 + ~̇X2∆t2 + ∆s2

β
= 0 ⇒ ∆t =

√
∆s2 + ε2

β2 + Ẋ2
. (3.47)

Aqúı tomaremos ∆t > 0. Con el objeto de simplificar los cálculos nos restringiremos al caso en
el que la dislocación se mueve muy lentamente en comparación con la velocidad de la onda β. La
interpretación f́ısica de esto será discutida más adelante, cuando analicemos el caso geof́ısico al que
aplicaremos las ecuaciones obtenidas en esta parte. En esta aproximación el cero positivo de g seŕıa:√

∆s2+ε2

β . Además:

g

(√
∆s2 + ε2

β

)
= 1− Ẋ2

β2
≈ 1. (3.48)

Por lo que llegamos a:

I = − ρ

8π

∫
d(∆t) dt′ dl′ εac dHc d(∆s)

(
−

∫
εab dH ′

b ḃ2(t′) + Va ḃ(t′) [b(t′) + ḃ(t′)∆t]
)

δ(∆t−
√

ε2+∆s2

β )√
ε2 + ~̇X2∆t2 + ∆s2

.

(3.49)
Ahora, usando la δ efectuaremos la integral en ∆t, obteniendo:

I = − ρ

8π

∫
dt′ dl′ εac dHc d(∆s)

(
−

∫
εab dH ′

b ḃ2(t′) + Va ḃ(t′) [b(t′) + ḃ(t′)
√

(∆s2 + ε2)/β2]
)

1√
ε2 + ∆s2

.

(3.50)
Para efectuar la integración sobre ∆s se usará una aproximación de inducción local, esto es, la

dinámica de un punto ~X(s, t) de la dislocación está influenciada sólo por puntos cercanos ~X(l′, t′), tal
que |s− l′| < σ, con λβ ∼ σ; es decir que entre un tiempo t y t′ un punto de la dislocación solo puede
estar afectado por otros puntos ubicados a una distancia comparable con la longitud de onda λβ del
sistema. De este modo, usando:

∫ σ

−σ
d(∆s)

1√
ε2 + ∆s2

= 2 ln(∆s +
√

ε2 + ∆s2)
∣∣∣
σ

0
= 2 ln

σ

ε
. (3.51)

Aqúı hemos usado el hecho de que ε ¿ σ y redefinido 2σ → σ para no sobrecargar la notación.
Luego, la integral queda:

I = −ρL

4π

∫
dt′ εac dHc

[(
−

∫
εab dH ′

b ḃ2 + Va ḃ b

)
ln

σ

ε
+

Va ḃ2σ

β

]
. (3.52)
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Si el plano de deslizamiento se mueve ŕıgidamente con la dislocación, tendremos:

I = −ρL

4π

∫
dt′ εac Hc

[(
−εab H ′

b ḃ2 + Ẋa ḃ b
)

ln
σ

ε
+

Ẋa ḃ2σ

β

]
. (3.53)

Por lo que finalmente llegamos a:

I = −ρL

4π

∫
dt′

[(
−H2 ḃ2 + εac HcẊa ḃ b

)
ln

σ

ε
+ εac Hc

Ẋa ḃ2σ

β

]
. (3.54)

Haciendo la variación de I, considerando que δ(bḃ) = ḃ δb + b δḃ = ḃ δb− ḃ δb = 0, tendremos:

δI = −ρL

4π
ln

σ

ε

∫
dt′

{
H2 2b̈ δb− εac Hc (b̈ b + ḃ2) δXa − εacHc

2σ

β
(δXa ḃ b̈ + δb (b̈ Ẋa + ḃ Ẍa))

}
.

(3.55)
Integraremos II de manera análoga:

II =− µ

2

∫
dt dSa

(
εab

∫
dl′ dt‘ µ b(t) b(t′) ∂bG− εac

∫
dl′ dt′Ẋcρ ḃ(t) b(t′) G

+
Va

β2
εcb

∫
dt′ dl′µ b(t) b(t′)Ẋc ∂bG

)
.

(3.56)

La contribución del último término es despreciada, pues es proporcional a Ẋ2

β2 .
Con las mismas consideraciones que para el caso anterior podemos aplicar el teorema de Stokes,

obteniendo:

II = −µ

2

∫
dt ds

(∫
dl′ dt′ µ b(t) b(t′) G−

∫
dl′ dt′dHcẊcρ ḃ(t) b(t′)G

)

= − 1
8π

∫
d(∆t) d(∆s)

(∫
dl′ dt′ µ (b + ḃ∆t) b−

∫
dl′ dt′dHcẊcρ ḃ b

)

×
δ(∆t−

√
ε2+∆s2

β )√
ε2 + ~̇X2∆t2 + ∆s2

= − 1
4π

∫ (∫
dl′ dt′ µ (b ln

σ

ε
+ ḃ

σ

β
) b−Hc ln

σ

ε

∫
dl′ dt′ Ẋcρ ḃ b

)

= − L

4π

∫
dt′

(
µ b2 ln

σ

ε
+ µḃ b

σ

β
−Hc ln

σ

ε
Ẋcρ ḃ b

)
.

(3.57)

Luego, aplicando una variación sobre II queda:

δII = − L

4π

∫
dt′

(
µ 2b δb ln

σ

ε
+ Hc ln

σ

ε
ρ (b̈ b + ḃ2)δXc

)
. (3.58)

Las ecuaciones dinámicas pueden ser obtenidas haciendo δSm + δSs = 0 y postulando que b y ~X
son coordenadas independientes del sistema. Aśı, usando las ecuaciones 3.36, 3.55 y 3.58, tendremos:

εab b

(
∂bU +

Ẋb U̇

β2

)
=

1
4π β2

[
ln

σ

ε
(b̈ b + ḃ2)(εcaHc + Ha) + εcaHc

2σ

β
ḃ b̈

]
, (3.59)
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µ εab

[
Xa

(
∂bU +

Ẋb U̇

β2

)
−

∫ ∞

0
dε Yb

∂

∂ε

(
∂aU +

Ẏa U̇

β2

)]
=

1
2π

[
ln

σ

ε
(ρH2b̈ + µ b) + εcaHc

σ

β
(b̈ Ẋa + ḃẌa)

]
.

(3.60)
Con el objeto de simplificar un poco el set de ecuaciones obtenido, tomaremos el caso particular en

que la dislocación sólo realiza un movimiento paralelo al plano de deslizamiento. Esta aproximación
no es del todo una mera simplificación del problema, pues tiene un cierto sustento f́ısico. Como hemos
tomado el caso en que el plano de deslizamiento se desplaza ŕıgidamente junto con la dislocación,
un movimiento perpendicular a éste implicaŕıa desplazar toda la discontinuidad por el medio, lo cual
es más costoso desde el punto de vista del trabajo invertido en ello, que hacer un desplazamiento en
sentido paralelo a dicho plano. Una breve discusión de esto se puede ver en [4]. Aunque los argumentos
para este caso están basados en el caso de dislocaciones microscópicas, es posible establecer la analoǵıa
con el caso descrito arriba.

De esta forma llegamos a las ecuaciones:

εab b

(
∂bU +

Ẋb U̇

β2

)
=

1
4π β2

[
ln

σ

ε
(b̈ b + ḃ2)(εcaHc + Ha) + εcaHc

2σ

β
ḃ b̈

]
, (3.61)

µ εab

[
Xa

Ẋb U̇

β2
−

∫
dHa ∂bU

]
=

1
2π

ln
σ

ε
(ρ H2b̈ + µ b). (3.62)

Como vemos en estas ecuaciones hay una dependencia de la fuente evaluada en el plano de des-
lizamiento. Esto es porque, según hemos mencionado, el hecho de que b pase a ser una variable hace
posible que los desplazamientos externos actúen sobre b, que se encuentra definido en este plano.
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Caṕıtulo 4

Discusión y Conclusiones

Hemos obtenido un conjunto de ecuaciones que rigen el comportamiento de un sistema elasto-
dinámico dado por una dislocación helicoidal que, producto de una fuente externa de tensiones, puede
variar tanto su posición como su intensidad dada por el vector de Burgers. A pesar de que la idea
de tener una dislocación cuya intensidad vaŕıe en el tiempo es incompleta para aproximarnos a la
comprensión del comportamiento de una falla, puesto que en nuestros cálculos hemos supuesto que la
intensidad no vaŕıa según la posición (dislocación homogénea); es posible interpretar desde el punto
de vista de la fuente śısmica este sistema como el borde de una falla. De este modo, recurriendo al
ampliamente usado modelo de falla antiplana; el movimiento de la dislocación representaŕıa un despla-
zamiento en el frente de ruptura. Cabe mencionar de todos modos que en la aproximación X2/β2 << 1
que hemos empleado no seŕıa posible incluir terremotos grandes puesto que en ese caso el frente de rup-
tura se mueve con velocidad del orden de las ondas S. Sin embargo el estudio de terremotos silenciosos,
en los que la ruptura se mueve en a bajas velocidades śı quedaŕıan incluidos en este estudio.

De este modo las ecuaciones 3.61 y 3.62 nos mostraŕıan cómo es el comportamiento del borde de
una falla antiplana con la geometŕıa descrita en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Interpretación en la geometŕıa antiplana.
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Notemos que, conforme a lo comentado en la obtención de las ecuaciones, los movimientos de la
dislocación son obviamente paralelos a la proyección del plano de falla en el plano x− y.

Las variaciones tanto en ~X como en b quedan condicionadas por las variaciones temporales y es-
paciales del campo externo de desplazamientos evaluado en la dislocación y además, como se ve en
la ecuación 3.62, en el plano de deslizamiento. Esto último no ocurre para el caso en que b no es una
variable más del sistema y le da algo de consistencia a nuestro resultado, pues b se encuentra definido
justamente en este plano.

Es muy interesante la información que nos arroja la ecuación 3.62, con respecto a la variación de b,
pues tiene la forma de un oscilador armónico forzado para esta variable. Notemos que el forzamiento
viene dado por los desplazamientos de la dislocación y por el campo externo. La frecuencia del oscilador
es ω = β/H, de manera que para fallas grandes comparadas con λβ las frecuencias de esta oscilación
seŕıan bajas comparadas con fβ. Aqúı hay dos casos que pudieran resultar sumamente novedosos de
estudiar:

Caso en el que no hay variaciones espacio-temporales de la fuente: Aqúı el forzamiento seŕıa
nulo, pero de manera poco intuitiva śı podŕıamos tener variaciones armónicas b. De verificarse
esta propiedad se podŕıa extraer información importante de una falla (extensión), conociendo
las frecuencias a las que oscila su intensidad.

Caso en el que el forzamiento produce una resonancia: Esto es otro resultado importante, puesto
que si el lado izquierdo en 3.62 oscila a una frecuencia similar que b se produciŕıa un aumento
abrupto en la intensidad de la dislocación. Como no conocemos la escala de tiempo en que el
sistema entra en resonancia no podemos asociar este resultado a un terremoto, sin embargo, se
debeŕıan producir deformaciones muy grandes en el medio si ocurre este tipo de interacción.

Pese a que este estudio se ha limitado a un borde de la falla, la idea inicial de modelar una falla
como un conjunto de dislocaciones de este tipo puede ser, al menos por ahora, entendida conceptual-
mente. Considerando el hecho de que las dislocaciones de igual signo de repelen y de distinto signo se
atraen, si el impacto conjunto de la interacción entre dislocaciones y el campo externo permite, por
ejemplo, una alineación de los vectores de Burgers, la repulsión entre las dislocaciones haŕıa extender
la falla y de esta manera podŕıamos tener una visión más completa de la fuente. Sin embargo, para
esto se debe estudiar de manera más acabada la influencia de las tensiones externas sobre b y cómo
interaccionan un conjunto de dislocaciones que compartan el plano de deslizamiento.

Finalmente recordaremos, que este estudio se ha limitado a un medio elástico ĺıneal, homogéneo,
isótropo, para movimientos lentos de la dislocación y tomando un plano de deslizamiento que se mueve
ŕıgidamente con ella.



Apéndice A

Mostraremos algunas consecuencias de la aproximación l′ ' s y t ' t′ usada en la sección 3.2, para
el cálculo de Ss. Puesto que en esta parte de la acción debemos efectuar una integral sobre los planos
de deslizamiento en t y en t′, supondremos que para un tiempo ∆t = t− t′ estarán a una distancia ε.
Definimos ~Y como ~Y (s, t) = ~X(s, t) + ε, y realizando una expansión en serie para X tendremos:

~X(s, t) = X(l′, t′) + ~̇X(l′, t′) (t− t′) +
∂X(l′, t′)

∂s
(s− l′) + . . . (A.1)

Desde luego, cortando la serie a primer orden y para s = l′, obtendremos:

~̇X(l′, t′) =
~X(l′, t)−X(l′, t′)

t− t′
. (A.2)

Luego, usando la definición de ~Y y el hecho de que ∂X
∂s = ẑ, tendremos:

~Y (s, t)−X(l′, t′) = ~̇X(l′, t′) (t− t′) + ẑ (s− l′) + ε. (A.3)

Notemos que:
∂Y

∂t
=

∂X

∂t′
. (A.4)

Si tomamos ~ε ≈ ~X(l′, t)− ~X(l′, t′) y usando la ecuación A.2 llegamos a:

|~Y (s, t)−X(l′, t′)| =
√

ε2 + ~̇X(l′, t′)2 + 2ε2 + (s− l′)2. (A.5)

Para no sobrecargar la notación haremos 3ε2 → ε2. Puesto que ε puede ser interpretado como una
longitud caracteŕıstica del sistema (muy pequeña, en comparación con el ĺımite de inducción local δ)
que representa la contribución del núcleo de la dislocación al movimiento de la misma; podemos hacer
esta sustitución sin perder el sentido f́ısico de ε. Luego:

|~Y (s, t)−X(l′, t′)| =
√

ε2 + ~̇X(l′, t′)2 + (s− l′)2. (A.6)

Por otra parte, haciendo consideraciones similares para b(t) y b(t′), obtendremos:

b(t) = b(t′) + ḃ(t′) (t− t′) + . . . , (A.7)

ḃ(t) = ḃ(t′). (A.8)
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