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Resumen

En este trabajo se estudiard el caso en el que una dislocacién helicoidal sometida a
estimulos externos pueda cambiar su intensidad en funcién de ellos. A pesar de que las
ecuaciones de movimiento de una dislocacién fueron encontradas, en ese trabajo no se
considera la posibilidad de que el vector de Burgers de la dislocaciéon pueda variar como
producto del campo de desplazamientos externo. A pesar de que se exponen dos métodos
equivalentes para llegar a dichas ecuaciones, el método basado en el principio variacional
es mucho menos costoso desde el punto de vista algebraico, por lo que nos basamos en él,
incluyendo ahora al vector de Burgers de la dislocaciéon como una coordenada generalizada
mas del sistema. Para esto también fue necesario agregar un término més a las relaciones
para las variaciones espacio-temporales del desplazamiento generado por una dislocacién,
puesto que también habia sido calculado considerando el vector de Burgers constante. Con
la aparicién de estos términos ahora las ecuaciones resultantes no son sélo funcién de la
posicién de la dislocacién, si no también del campo externo evaluado en el plano de desli-
zamiento.

Desde un punto de vista sismico, la idea de considerar que la magnitud de la dislocacién
puede variar en el tiempo, como funcién de tensiones externas, es de suma importancia
para el estudio de la fuente. Nuestra motivacién viene dada por la construccion de un mo-
delo de fuente en el que muchas dislocaciones interactien para, dado un umbral de carga,
desencadenar el sismo. Sin embargo, la interaccion entre dislocaciones estd directamente
relacionada con el sus vectores de Burgers, de modo que el impacto de las cargas externas
sobre éstos condicionaran el comportamiento del sistema.

A pesar de que nuestro estudio se centra en la dindmica de una dislocacion, ésta puede
ser vista como el borde de una falla, caracterizado por su vector de Burgers. Los despla-
zamientos de la dislocacién en sentidos paralelos al plano de deslizamiento constituyen
aumento o disminucion del area de discontinuidad, de modo que las ecuaciones obtenidas
son de igual forma relevantes en el estudio de la fuente. El problema completo consta de
un set de tres ecuaciones acopladas no lineales, que relacionan los desplazamientos de la
dislocacion, el vector de Burgers y las derivadas temporales de ambos. El hecho de incluir
el vector de Burgers como una coordenada mas del sistema da cuenta de una ecuacién
completamente nueva, en la que aparece una relacion del vector de Burgers como oscilador
armoénico forzado por términos que dependen de la carga externa.
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Capitulo 1

Introduccion

Los terremotos son fendmenos naturales que presentan un gran impacto en la vida humana, tanto
en lo social como en lo econémico, ademas de ser de un gran interés cientifico, pues es posible, por
ejemplo, comprender mas acerca de la estructura interna de la Tierra gracias a ellos. Por lo anterior se
ha hecho necesario estudiar e intentar comprender la dindmica de los sismos y de fenémenos asociados
a ellos ademds de tener la claridad de como se producen.

La visién actual de los terremotos tiene unos 100 anos, sobre la que se han construido diversas
teorias de las que mencionaremos algunas, se basa en la idea de que los terremotos se originan por la
liberacién abrupta de energia elastica almacenada en ciertas zonas de la litosfera. El primer estudio
en que se mostrd, de manera esquematica, que un terremoto podia ser visto de este modo corresponde
a Reid (1910) [5], en el marco de un estudio del terremoto de San Francisco de 1906. Uno de los casos
mads importantes, sobre todo en nuestro pais, en los que se puede ilustrar esta idea se tiene cuando los
esfuerzos acumulados en la litosfera tienen su origen en el continuo desplazamiento de las porciones
de ésta, llamadas placas tecténicas, sobre la astendsfera y que da origen a zonas (llamadas zonas de
subduccién) en donde un placa se dobla, introduciéndose bajo la otra, como muestra la Figura [[.1l
Como, en general, la velocidad con que se desplazan las placas es constante podemos pensar que en la
zona de subduccién se acumularan paulatinamente esfuerzos que, segin este modelo de sismos, caeran
subitamente en un terremoto.

Figura 1.1: Esquema tipico de subduccién.

Posteriormente fueron surgiendo modelos de la cinematica y la dindmica de la ruptura sismica. En
los primeros se trata de describir una propagacion de una discontinuidad en el desplazamiento, llamada



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

dislocacion, a través de una falla preexistente y aparecieron después de varios intentos formulados de
manera adecuada en los anos 60 en varias investigaciones independientes [6], [7] y [8]. En el caso de los
modelos dinamicos el principal objetivo es lograr describir la cinematica de la ruptura partiendo de
un estado dado de esfuerzos en la falla. Los primeros intentos importantes por lograr una descripcién
dindmica de la fuente sismica corresponden a Kostrov [9], [10] y [II], quien expuso este problema
de manera anéaloga al caso de la fractura de un metal. Aqui, si bien se encuentra consistencia con
el modelo de Reid de manera que el esfuerzo cae cuando aparece un frente de ruptura, se tiene el
problema de que, tal como ocurre en un sélido cristalino, una vez iniciada la ruptura no es posible
describir su detencion usando esta descripcion.

Una exposicion méas completa de modelos de la fuente sismica y discusiones acerca de ellos se puede
encontrar en [12].

En general la dindmica de los terremotos es algo sumamente complejo de tratar dado que tiene
muchas aristas a describir adecuadamente. Lo que es indispensable de considerar, como es expuesto
en [12], para un modelado adecuado de la fuente sismica, es el proceso completo de carga eldstica
de la falla, el proceso de fractura y la interaccion entre fallas. Esto es algo bastante complicado de
cumplir dado el enorme rango de escalas temporales y espaciales que es debido abarcar para cubrir
estas caracteristicas en su totalidad. Por ejemplo, en el caso temporal, es claro que las escalas para que
se produzca la carga (que puede varias desde décadas hasta cientos de anos) difieren en varios 6rdenes
de magnitud de las que se requieren para describir la cinemadtica del proceso de ruptura (del orden
de segundos). Igualmente en el caso espacial las escalas del frente de ruptura son bastante menores
que las adecuadas para describir los estados de esfuerzo globales que determinan el comportamiento
de una red de fallas.

Para capturar esta complejidad del fenémeno sismico se han construido varios modelos. Sin embar-
go, los métodos numéricos usados no pueden resolver simultdneamente procesos de pequenas y grandes
escalas espaciales. En 1967 Burridge y Knopoff [20] propusieron que un sistema de fallas puede ser
modelado por redes de bloques y resortes dando origen a las llamados modelos B-K, de los cuales
se han construido muchas variantes. La idea basica de los modelos B-K consiste en un conjunto de
bloques conectados a sus vecinos mas cercanos mediantes resortes como muestra la Figura [[L2

Figura 1.2: Esquema para un modelo B-K de la fuente. k; y k. son las constantes eldsticas de los
resortes y V la velocidad de la placa superior.

Ademas cada uno de los bloques se encuentra conectado a una placa que se mueve con una velocidad
constante. Al resolver el set completo de ecuaciones dindmicas para cada bloque, se obtiene que



aparecen grupos de bloques que se deslizan producto de las interacciones mencionadas. Estos grupos
o avalanchas de bloques deslizdndose se corresponden con un terremoto en estos modelos. Este tipo
de simulaciones es mas accesible numéricamente que los casos descritos anteriormente.

En relacién con nuestro trabajo han aparecido estudios recientes en los que se encuentran involu-
crados modelos B-K o derivados de éstos. En [13] se hace una revisién de la fisica estadistica asociada
a los modelos B-K y se muestra que los terremotos representados por ellos pueden ser asociados a
transiciones de fase del sistema. En [14] se mostré que, usando un método inverso para un modelo
de Ising para terremotos descrito en el mismo trabajo, es posible reproducir las caracteristicas més
importantes de una zona de sismicidad. En este caso se usé para el estudio Grecia y sus alrededores.

Sin embargo, es importante notar que se ha demostrado [15] que tanto los modelos B-K como
sus derivados pertenecen a los llamados modelos intrinsecamente discretos, es decir que no poseen un
limite al continuo, por lo que se les ha criticado, pues no reproducirian la dindmica real de la fuente.

En este contexto hemos pensado si es posible crear un modelo que, siguiendo la teoria elasto-
dindmica de la fuente sismica, pueda reproducir las propiedades estadisticas mencionadas y que los
terremotos obedezcan a una transicién de fase del sistema. Como un primer acercamiento a esta idea
hemos pensado que los terremotos pudiesen resultar de la interaccién de un conjunto de muchas dislo-
caciones con un campo de tensiones externo. La idea subyacente es que el proceso de carga de la fuente
quedase dado por un sistema en el que las dislocaciones se encuentren distribuidas aleatoriamente y
que de esta manera se obtenga una desplazamiento neto nulo. Para un umbral de tensién externa las
dislocaciones se ordenarian (transicién de fase) de modo tal que apareceria un desplazamiento ma-
croscopico que daria origen al terremoto. De esta manera el conjunto total de dislocaciones aportaria
al desplazamiento total de la falla en presencia de las tensiones externas. Dichas tensiones pueden
deberse a diversos fenémenos de la litosfera, como por ejemplo la subducciéon anteriormente descrita.

De lograrse construir un modelo de estas caracteristicas obtendriamos una descripcion sélida del
proceso que da origen a los terremotos, que reuniria caracteristicas que le darian cierta “ventaja”’sobre
otros modelos. En particular nos dara una vision completamente elastodindmica de la ocurrencia de un
terremoto, sin tener que asociar parametros aleatorios o estadisticos de manera forzada, como ocurre
en algunos modelos B-K.

La elastodindmica es una teoria causal (en el sentido de que no existen variables “aleatorias”),
de manera que, a diferencia de los modelos B-K, podriamos tener una visiéon real del mecanismo
que gatilla y origina los terremotos. Por otra lado, la mecédnica estadistica nos permite introducir el
hecho de nuestra imposibilidad de seguir deterministicamente un sistema de muchas dislocaciones de
manera que tampoco constituye una modificacion sustancial del sistema fisico considerado. Podremos
encontrar una relacion dindmica que determine la ocurrencia de la ruptura como consecuencia de
la interaccién natural del sistema. Una relacion como la anterior nos permitiria, entre otras cosas,
calcular el tiempo de carga para que se produzca un terremoto.

Para la construccién de un modelo como el descrito anteriormente hemos pensado en considerar un
sistema de muchas dislocaciones preexistentes que sometidas a tensiones externas puedan interactuar
de modo que en algiin momento se desplacen abruptamente generando la ruptura sismica. Como es
sabido, y veremos en el capitulo 2.1, en una geometria particular conocida como antiplana (SH en
sismologia) las fuerzas de interaccién entre dos dislocaciones seran atractivas si son de signo opuesto
y repulsivas si son de igual signo. Dicho signo viene dado por el vector de Burgers, de modo tal que en
un sistema con dislocaciones del mismo signo tenderén a alejarse unas de otras. Sin embargo, aunque
las ecuaciones de movimiento para una dislocacién fueron encontradas [2] atin no ha sido considerado
el hecho de que el vector de Burgers pueda cambiar bajo estimulos externos. Es por eso que nos
hemos fijado como objetivo para esta tesis encontrar las ecuaciones que describan tanto la variacién
del vector de Burgers como los desplazamiento de la dislocacién bajo un campo de tensiones externas.
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Para esto usaremos un principio variacional descrito en la seccién Ademi4s se debera recalcular las
expresiones para las variaciones espacio-temporales del desplazamiento producido por una dislocacion
para incluir el hecho de que la magnitud de la dislocacién pueda variar en el tiempo. Esto estd descrito
en la seccion Bl Finalmente el calculo de las ecuaciones de movimiento se encuentra en la seccién [3.2]
y un analisis cualitativo de ellas en el capitulo Ml
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Capitulo 2

Dislocaciones en medios elasticos

2.1. Definiciones y conceptos basicos sobre dislocaciones en medios
elasticos

Usualmente en un medio eldstico podemos encontrar defectos que actiian como fuentes de defor-
macién interna. Un caso particular de ellos son las dislocacionedl que pueden ser entendidas como una
discontinuidad en el vector de desplazamiento del medio i, definida en un plano, conocido como plano
de deslizamiento; tal que tanto las tensiones y deformaciones generadas sean continuas en el medio.
La regién del medio que limita la zona donde se manifiesta la discontinuidad corresponde a una linea,
conocida como “linea de dislocacion”. Es de notar que es usual hacer un abuso de lenguaje y llamar a
la linea de dislocacién simplemente como dislocacién, asi por ejemplo al referirnos al “desplazamiento
de la dislocacién” nos estamos refiriendo en realidad la deformacién de esta linea.

Podemos distinguir dos tipos de dislocaciones fundamentales, aunque en realidad usualmente una
dislocacion es una combinacién de ambos. En primer lugar tenemos las dislocaciones helicoidales.
Como se ve en la Figura 2.1 la linea de dislocacién D es paralela al sentido de la discontinuidad b.
Observemos que al rodear la dislocacién con sucesivos lazos se obtendrd una hélice, de alli el nombre
de este tipo de dislocacion.

Otro tipo de dislocaciones son las llamadas dislocaciones de borde. En este caso la linea de la
dislocacién D es perpendicular a la direccién de la discontinuidad. En la Figura 2.2 podemos apreciar
una dislocacién de borde. En el caso microscépico puede darse por ejemplo al introducir un semiplano
cristalino sobre D.

A pesar de que la geometria de las dislocaciones helicoidales y de borde es bastante diferente,
esto sélo se manifiesta en la orientacion de la discontinuidad b. De aqui, se puede definir la cantidad

vectorial:
j{dui = % 6juidxj = —bl', (2.1)
L L

como el “vector de Burgers” de la dislocacién. Aqui L es un contorno cerrado arbitrario que rodea la
dislocacion.

Se puede demostrar [I6] que una linea de dislocacién no puede terminar abruptamente en el
medio, debe por tanto, acabar en otra dislocaciéon o defecto, salir del medio, o bien cerrarse sobre
si misma. Es evidente que en este iltimo caso la dislocacién generard una superficie Sp sobre la cual

'Una completa introduccién al tema puede verse en [@] y [3].

7
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b
X A

\

Figura 2.1: Dislocacién helicoidal. La discontinuidad b estd orientada en la misma direcciéon que la
dislocacion D.

Figura 2.2: Dislocacién de borde. La discontinuidad b es perpendicular a la dislocacién D.

el desplazamiento 4 experimenta un salto b. De esta forma es posible escribir el tensor de deformacién
eij COmo:

1 1
€ij = 5(81% + 8jui) = i(nibj + njbi)é(g‘). (2.2)

Aqui 7 corresponde al vector normal a Sp y ¢ es un parametro que vale cero sobre la superficie Sp
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y varia sobre la normal de esta superficie. En otras palabras, como por definicién D limita la region
discontinua de la continua en , la superficie Sp tiene una singularidad u, lo que genera que sobre ella
el tensor de deformacién tome el valor de

Es posible encontrar una expresion general para el desplazamiento @ producto de la presencia de
una dislocacion estdtica. Para esto usaremos la ley de Hooke y la ecuacién elastodinamicas:

oij = Cijri e (2.3)

oii+ fi =0, (2.4)

donde f; corresponde a fuerzas de volumen aplicadas sobre el medio y o;; es el tensor de tensiones.
La idea aqui es introducir la deformacién por dislocacién como una fuerza de volumen ficticia, y con
la ayuda del tensor de Green del medio encontrar finalmente los desplazamientos. Para esto debemos
mencionar que el tensor de Green de un medio se define de modo que:

ws(r) = / Gij(ri — 1) 1) AV, (2.5)

Esto es, al integrar las fuerzas actuantes sobre un volumen V' y multiplicarlas por el tensor de Green
del medio, obtendremos los desplazamientos deseados. En nuestro caso, por la ecuacién elastodinamica
y asumiendo un medio homogéneo:

fi = —0ijj = —Cijriex; (2.6)

Luego, usando y 23] y las propiedades de simetria de Cyjp; (i <= j, k < | e ij < kl), la integral
quedard evaluada en D producto de la §, esto es:

() = ~Citim b /S 05 Gij (7 — 7). (2.7)
D

Situando el origen cerca de la dislocacion, y a distancias r grandes comparadas con una longitud
caracteristica de Sy (r >> r’) tendremos:

ui(7) = —Clikim dim Gij (T — 7). (2.8)

Con djy, = by, del = b,, S; el tensor de momento de la dislocacién. En sismologia, al tratar el
problema de la fuente, se define el tensor de momento como: My; = Cjjgimbm | Si. Esto es debido a que
las derivadas del tensor de Green G;;; pueden ser interpretadas como “cuplas” de modo que My, co-
rresponde a la intensidad de la pg-ésima cupla. Un desarrollo entenso de este tema se puede ver en [17].

Calcularemos ahora la fuerza que actta sobre una dislocacién estatica producto de un campo de
tensiones externos. Esta fuerza es conocida como la fuerza de Peach-Koehler, en honor a los investiga-
dores que la calcularon [I§]. Para ello consideraremos el trabajo por unidad de volumen §R efectuado
por las tensiones internas del medio al variar el tensor de deformacién una cantidad de;;. Considerando
que la energfa eldstica del medio es o;; e;5, tendremos [4]:

Como de;, representa el cambio en la deformacion producto del desplazamiento de la linea de la
dislocacion y oy, representa una carga de tensiones externas supuesta independiente de la posicién de
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la dislocacién podemos sacar ¢ fuera de la integral. Por otro lado, suponiendo que el sistema estd en
equilibrio (o5, = 0) y usando el hecho de que el tensor de tensiones es simétrico tendremos:

0R = _5/Uik U | dV = —5/8@(0'11c uk) dV. (2.10)

Podemos usar ahora el teorema de la divergencia para pasar la integral a una integral sobre la
superficie de Sp, asumiendo que como condicién de borde en el infinito no hay deformacién. Como
en la linea de la dislocacién u; es discontinuo, podemos tomar un tubo de radio r que la rodee. Sin
embargo, puesto que u; tiende a infinito mas lentamente que 1/r esta integral se anula. Luego sélo
nos quedamos con la integral en Sp:

Sp

Como §.5; representa la variacién de la superficie Sp cuando la dislocacién se desplaza una cantidad
dr. Asi, si dl es un elemento de la linea de la dislocacién, tendremos 6dS; = €;50r; dl, = €;;,07; T3, dl.
Aqui 7 representa un vector tangente a la linea de la dislocacién. Luego:

OR = — / br. €imm TikTn OTm, dl. (2.12)
L

De este modo es natural definir la fuerza por unidad de longitud, que actia sobre la dislocacién
como:

Ji = €kl TkOlm bm. (2.13)

Ahora bien, consideremos el campo de desplazamientos producidos por una dislocacién helicoidal.
Como vemos en la Figura 2.1 este tipo de dislocaciones obedece a la geometria antiplana. Esto es, si
ubicamos el eje z a lo largo de la linea de dislocacion y paralelo al vector de Burgers, el desplazamiento
@ serd de la forma @ = (0,0, u.(z,y)). De modo que por simplicidad llamaremos u = u,. Légicamente
también se tendré b = (0,0,b). Usando 21 se tendra:

b
u=—>0 2.14
50 (2.14)
con @ el dngulo de las coordenadas cilindricas. Para un medio lineal, tendremos que las inicas com-
ponentes de los tensores de esfuerzo y deformacién no nulas son:

b wb
_ . S sl 2.15
0= Ynr 70T op ( )

con j la rigidez del medio. Asi, usando la ecuacién 2213, podemos encontrar que la fuerza de interaccién
entre dos dislocaciones helicoidales b; y by por unidad de longitud, separadas a una distancia r viene
dada por:
b1b
f= 1o (2.16)

2rr

en la direccion radial. Es de notar que al igual que las cargas eléctricas, dislocaciones del mismo signo
se atraen y dislocaciones de signo opuesto se repelen.
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2.2. Principio variacional para un medio elastico

Segun el principio de minima accién el movimiento en el espacio de fase de un sistema fisico coincide

con el extremal del funcional .
2

S= [ dtL, (2.17)

t1
llamado “accién”. L se conoce como el lagrangiano del sistema y corresponde a la diferencia entre la
energia cinética T del sistema y la potencial V. Asi, extremando la accién, es posible encontrar las
ecuaciones de movimiento en el espacio de fase de un sistema. Si el sistema es descrito por coordenadas
independientes, la variacién de cada una debe ser igual a cero independientemente al extremar la
accion.

La idea es encontrar el lagrangiano de un medio eldstico para lo cual recurriremos al conocido
ejemplo [19] de una barra de dimensiones transversal despreciable y cuyos elementos sélo pueden
moverse en direcciones paralelas a ella.

Para comenzar trataremos el problema discreto, es decir modelaremos al barra como compuesta
por particulas puntuales masa m situadas a una distancia inicial h de sus vecinos, como muestra la
Figura 23] Las son desplazadas de sus posiciones iniciales x; a x}. Luego el desplazamiento de cada

/

masa respecto a su posicién original es u; = x; — ;.

i—1 i i+1

Figura 2.3: Modelo discreto para una barra.

Si asumimos una barra eldstica, es decir, en que las interacciones entre las particulas obedecen la
ley de Hooke y notando que el alargamiento o acortamiento total entre la i-ésima y la 7 + 1-ésima
particula es u;+1 — u;; tendremos que la energia potencial del sistema es:

1

V=3 Z (w1 —u;)?, (2.18)
1

mientras que la energia cinética es dada por:

TS (2.19)
i
Luego, podemos escribir el lagrangiano del sistema como:
1 ) 1 m . (i1 — u;)?

L:T—V:2§i:mu?—k(ui+1—ui)2:2§i:h[hu?—khZh2’ . (2.20)

Antes de hacer el paso al continuo debemos notar que el médulo de Young Y de la barra se define
como la constante de proporcionalidad entre la extensién por unidad de longitud y la fuerza que actia
en un punto de ella. Luego usando la ley de Hooke:

Uil — Uj

F = k(uiH — uz) =kh =Y =kh (2.21)
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Ademas, la cantidad m/h corresponde a la densidad lineal de masa p. Con estas consideraciones,
podemos tomar el limite continuo haciendo h — 0 y tomando u;+1 — u; = u(x + h) — u(z) llegamos a:

L= ;/ [qu —y (ZZY] da (2.22)

Esta geometria difiere levemente de la antiplana vista en la seccién 2.1] en el sentido que acd los
desplazamientos son paralelos a la barra. El caso antiplano se asemeja mas bien a una cuerda, sin
embargo, la forma del lagrangiano es exactamente la misma, sélo que para el segundo caso se considera
la rigidez p en lugar del médulo de Young. Bésicamente esto se debe a que la forma de las ecuaciones

de onda longitudinales y transversales son las mismas y esa seria la tnica diferencia entre ambos
sistemas.
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Capitulo 3

Campos externos sobre una
dislocacién: Caso dinamico

3.1. Las relaciones de Mura

Como vimos en la seccion [2.1] es posible encontrar el campo de desplazamientos producido por
una dislocacién si conocemos el tensor de Green del medio que la contiene. Ahora queremos abordar
el problema de encontrar el campo de desplazamientos producido por una dislocacién en movimiento
y a partir de él encontrar expresiones para sus derivadas espaciales y temporales. Este problema fue
abordado y resuelto por T. Mura en [I], para el caso en que el vector de Burgers b es constante enel
tiempo. Sin embargo, para poder efectuar los cédlculos en la seccion B.2] necesitaremos levantar esta
restriccién, es decir, considerando ademas que b sea una funcién del tiempo, lo que supondra una ligera
modificacién a las relaciones obtenidas por T. Mura en [1], como mostraremos en esta seccién.

Generalizando un poco la definicién del tensor de Green de un medio dado en el capitulo anterior
diremos que éste corresponde al desplazamiento en la direccién k en una posicion £ y tiempo t,
producido por una fuerza puntual proporcional a §(t — t') ejercida en la direccién m en Z’ en un
tiempo t'. Esto es:

Up(Z,t) = G (T — Tt — ') fin (T, ). (3.1)
Aqui, de la ecuacién elastodindmica, Gy, satisface la ecuacién de movimiento :

Cijnt Grmij (T — Tt — ') + 6im 6(& — &t —t') = p G (T — Tt — 1), (3.2)
con p la densidad del medio. En principio haremos la deduccién para un cuerpo de extension infinita
e impondremos la condicién de borde de que en el infinito (muy lejos de la dislocacién) el campo de
desplazamientos se anule. Con estas consideraciones comenzaremos el calculo con la siguiente identidad,
obtenida a partir de la simetria de Cjj:

CijklUkJ(f,a t,)GimJ (CZ" — f/, t— t,) = C’ijk‘lUi,j(f/a t,)ka’l(f — f/, t— t/). (3.3)

Si integramos por partes la identidad B3] en todo el volumen y aplicamos el teorema de la diver-
gencia tendremos:

/ AV’ CoimUn s (& 1) Gl (7 — &t — ) = / AV’ Coynls s (&) G (7 — &t — 1),

15
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! 8 !
:>/dV @[CijklUk,lGim] —/dV CijktUk,1;Gim
J

0
= /dV/W[CijklUinm,l] +/dV/ CiiktUiGrm,1;

J

:>/d5§‘ CijktUk1Gim —/dvl CijraUk 1jGim

= /dS]'- CijtUiGrm, + /dV/ CijitUiGrm - (3.4)
Como Uj; 1, (7) = gTU;i y Giji = 8(%—”%) hemos usado el hecho de que %i: = —88(;5 para que exista

consistencia en los indices en las expresiones de arriba.

Es importante notar que en la ecuacién 3.4 los términos que involucran integrales de superficie en
principio estdn evaluados en la frontera de todo el volumen del espacio, que seria una superficie en el
infinito més la superficie de deslizamiento (que constituye una superficie de discontinuidad en U )y
por nuestra condicién de borde sélo este 1ltimo término es no nulo.

El tensor de tensiones o;; que origina un campo de desplamientos Uy puede ser obtenido mediante
0ij = CijriUk,. En el caso de la ecuacién [3.4] el campo de desplazamientos U al que se hace referencia
corresponde al campo total del sistema, es decir un campo externo mas el originado por la dislocacién
misma, por lo que el factor Cjjp Uk, presente en el término del lado derecho de [3.4] en principio
corresponde a dos campos de tensiones. Sin embargo, como la integral se encuentra evaluada en el
plano de deslizamiento y aqui se anula el campo de esfuerzos generado por la dislocacién este término
se puede reescribir como:

—/Fi(f’,t’)Gim(f—f/,t—t’)dS’, (3.5)

con F; = o0;;n; la fuerza por unidad de superficie ocasionada por las tensiones externas en la superficie
de deslizamiento con normal 7.

Usando la ecuacién de la elastodindmica o;;; = pUl el segundo término del lado derecho de [3.4]
queda:

/ p Ui (2! ¥) Gom(F — &t — ) V. (3.6)

Como en la superficie de deslizamiento U presenta una discontinuidad dada por el vector de Burgers
b tendremos que el primer término del lado izquierdo de B4 es :

/dS;- CijklbinmJ(f — f/, t— t,). (3.7)

El dltimo término de 4] es reescrito despegando la ecuacién para Cijp Grm (X — &', t — ),
resultando:

/dV/péim(f—f/,t—t/) Ui(:c’,t’)—/dV’(Simé(a‘:’—f’,t—t’) Ui(2,t) (3.8)

Las integrales en el tiempo van desde —oo a 0o, y en ambos extremos tenemos que Gim = Gim = 0,
de modo que al integrar por partes con respecto a t’ en y el primer término en resulta:

/ dt'dv’ pU Gim, (3.9)
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de modo que en [3.4] ambos términos se cancelan. Con esta consideracion al reemplazar [3.5] B.6] B.7 y
B8 en B4l integrando en el tiempo y despejando para el ltimo término en B.§ resulta:

Up(z,t) = / dt dS; CyjribiGrm (2 — Tt — 1) +/ dtdS Fy(Z,t') Gim (T — Tt = t). (3.10)

Notemos que en la expresion [BI0 existen dos términos, el primero corresponde al campo de des-
lazamientos generado por la dislocacién, que es elasticamente independiente de la fuerza aplicada y el
segundo término corresponde a un campo de desplazamientos generado por la fuerza externa actuan-
do en el cuerpo. Para obtener las derivadas temporales y espaciales del campo de desplazamientos
producidos por una dislocacién consideraremos sélo el primer término en

Para obtener la derivada temporal del primer término en[3.I0ldebemos advertir que en el integrando
nada dependen de t salvo Gy, 1, pues la dependencia temporal de b estd ligada a ¢, al igual que el
cambio temporal del plano de deslizamiento. De aqui tendremos:

Um(x,t)Z/dt/dS§ Cijklbz’ka,l' (3.11)

La expresién de arriba puede expresarse como la suma de dos términos: Uno que involucra una
integral de linea a lo largo de la dislocacién y otro que contiene la tasa de variacién temporal de b.
Para demostrar esto usaremos la siguiente propiedad: Como G;; se anula en ¢’ = +00, es evidente que

la integral
> d
/ ey [/ dS; Cijri kalb} dt’ (3.12)

se anula. Luego, desarrollando la expresion de arriba se tendra:

/ di’ [/ dS; Cijni kalb] dt’ —/ /dS Cijkt G, bi dt’
—/ /dS} Cijtt Grom,1 bi dt!

- / / dS} Cijri Gromy bidt’ =0,
(3.13)
de donde:

/ / S} Cijpt Gromy b dt’ = / / dS} Cijry Grmy b dt' + / / S} Cijry Gema bidt’.  (3.14)

En la expresion el segundo término del lado derechoinvolucra una integracién en dSZ’ . Este elemento
diferencial corresponde fisicamente al cambio dS; que experimenta la superficie de deslizamiento en
un tiempo dt’, producto del movimiento de la dislocacién. Por esta razén puede ser rescrito como
dSZf = €;;1V;dly,, donde V; = d—:{ corresponde a la velocidad con se mueve la dislocacién y dl} es el
elemento de linea de la dislocacién. Esta relacién esta basada en el hecho de que la norma del producto
cruz entre 2 vectores es el drea que ellos subtienden. Usando este resultado la expresion de arriba se

puede reescribir como:

/ / dS} Cijri ka,l b dt' = / / dS;- Cijkt Grmy i)idt/ + / / dl;bejnhvn Cijkt Grm, bi dt'.
(3.15)
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Reemplazando la expresion B.I50] en B.11] llegamos a:

Um(x, t) = / / dS;- dt’Cijkl ka,l bz + / / dl;b dt/ejnhvn Cijkl ka,l b;. (3.16)

Como es logico, si el vector de Burgers es contante este resultado se reduce a la relacién obtenida
por Mura en [1J.

Ahora debemos obtener una ecuacién para la derivada espacial de los desplazamientos. De manera
andloga al caso anterior consideraremos sélo los desplazamientos producidos por la dislocacién. Asi,
la derivada espacial con respecto a x,, del primer término en 310 nos da:

U = / dt dS!, Ciypbi Gromin (7 — &t — 1), (3.17)

Podemos separar la expresién anterior en dos términos que involucren integrales de linea a lo largo
de la dislocacién y otro que contenga la tasa de variacion temporal de b. En efecto:

I > d :
Unn = / dt’ dS;- Cijklbinm,ln(l' — 7t — t,) + / P |:/ dS;l pGim bi:| at’
— 00
= / dt' dS} CijribiGrmn + / dS! dt' p Gim b; — / dS! dt' p Gim b; + / S dt' p Gim b;
Pero el tercer término en la expresién de arriba puede ser transformado usando Como la delta
de Dirac es tridimensional en esa ecuacién se anula ser evaluada en una superficie. Ademads, el término

que involucra una integral en dS puede ser rescrito como una integral a lo largo de la dislocacion segiin
lo expuesto al encontrar la expresién para U. Luego:

Upon = / dt’ dS} CijiabiGrmyn + / enndly, dt' Vi p Gim b; — / S}, dt’ Cijxi Gem bi
- / dS! dt' p Gim b
= (6pi0qn — Opndqj) / dS), dt' Cyjtt Gramq bi + / €nndly, dt’ Vi p Gim bi + / Sl dt' p G bi
= (—€pghénin) / dSy, dt' Cyjut Grmiq bi + / nndly, dt' Vi p Gim b; + / Sl dt' p G, bi.

Aplicando el teorema de Stokes al primer término de la tltima expresion (cambiaremos el elemento
de integracién segiin —epqhdSZ’ja% — dl}) resulta :
q

Um.n = €njh / dly, dt' Cijrt Grom bi + €nin / dll, dt' Vi p Gim b + / dS! dt' p Gim b;. (3.18)

Nuevamente observamos que para el caso de que b no varfe en el tiempo el resultado se reduce al
obtenido en [I].

Las ecuaciones y B.I8] constituyen nuestras relaciones para las variaciones temporales y espa-
ciales del campo de desplazamientos producido por una dislocacién en el caso de que la magnitud de
la misma no necesariamente sea constante. Con ellas podremos calcular las ecuaciones de movimiento
de una dislocacién para un caso mas realista desde es punto de vista sismico. Este procedimiento es
descrito en la seccién
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Asumiendo un medio isétropo, donde Cjji = Xdi; 6pr + p (05651 + 0udjk), las ecuaciones B.I8 y
pueden ser rescritas en el caso antiplano, para una dislocacién helicoidal orientada en el eje z.
En efecto, como ﬁ, g, dl son paralelos al eje z y la geometria sélo admite fuerzas orientadas en esta
direccidén, de [3.1] tendremos que sélo G, es no nula. Ademds, tanto G,, como U no dependen de z.
Con estas consideraciones queda:

Ulz,t) = / / dS]dt' 11 G b+ / / dl' dt'e3j, 1V G b. (3.19)

Mientras que 318 resulta:

U, = egnj/ dl'dt' G ;b+ egnl/ dl'dt' V,pGb +/ ds! dt' pGb. (3.20)

De este modo, introduciendo la notacién indicial 2-dimensional; esto es : a,b,¢,--- = 1,2y €11 =
€99 = 0, €19 = —€91 = 1, se tendra que las ecuaciones de Mura para el caso antiplano son dadas por:

Ulx,t) = / / dS! dt' G o b+ / / dl' dt'eqppViy G o b, (3.21)

Ug= eab/ dl’ dt’,uGJ,b—keac/ dl dt’chGb+/ ds' dt' p G b. (3.22)

Este resultado nos seré til en la seccién B.2], en donde generalizaremos las ecuaciones de movimien-
to para una dislocaciéon mediante el postulado de que su intensidad puede variar como una funcién
del tiempo y forzada por tensiones externas.
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3.2. Ecuacién dinamica para una dislocacion helicoidal: Caso sismico

El problema de encontrar las ecuaciones dindmicas para una dislocacién bajo un campo de tensiones
externo fue abordado y resuelto por F. Lund en 1988 [2]. En ese trabajo se obtienen ecuaciones de
movimiento para una dislocacién helicoidal en el caso antiplano (ademads de las ecuaciones para el caso
general 3-dimensional) usando dos métodos: La conservacién del momentum y la energia, y el principio
variacional. A pesar de ser fisicamente equivalentes, el segundo método es considerablemente menos
laborioso, desde el punto de vista algebraico, de modo que todos nuestros calculos estaran basados en
él.

Como es discutido por R. Madariaga ([12], cap. 4) la caida de esfuerzos al interior de una falla
dependerd en general de la variacion temporal del vector de Burgers, puesto que las ondas son irra-
diadas desde la dislocacién cuando haya un cambio en el estado de formacién, y en el caso en que el
medio a considerar sea la Tierra sélida no existe, en principio, ninguna limitacion en que la magnitud
de la dislocacién, dada por el vector de Burgers, pueda variar. Esto contrasta con el caso en que
la dislocacién se encuentre en un sélido cristalino, que es discutido por ejemplo en [3]. Aqui, por la
naturaleza misma de la dislocaciones, el vector de Burgers estara ligado a la estructura de la red, que
en principio, se puede considerar que no serd alterada por estimulos externos. El caso considerado en
[2] supone que el vector de Burgers no varfa en el tiempo y por tanto no depende del estimulo externo,
lo que es perfectamente valido en las condiciones sefialadas anteriormente.

Consideraremos entonces, una ligera modificacién en la deduccion de las ecuaciones de movimiento
de una dislocacion, de modo que la magnitud de la misma sea una variable més del sistema. Siguiendo
la misma idea que en [2], usaremos un principio variacional: Los desplazamientos v en un medio eldstico
homogéneo e isétropo, en el caso antiplano, deben extremar la accién S:

S—l/dtd3 u\* (Vu)?
T2 1P\ ot pvE

Aqui p corresponde a la densidad del medio y p es su rigidez. Notemos que la accién debe extremarse
al variar una cantidad du el desplazamiento u. Para comenzar el célculo consideraremos en la
siguiente sustitucién u — U +wu que quiere decir que consideraremos que el campo deformacién total en
el medio corresponde a una superposicién de un desplazamiento U producido por una tensién externa
con otro u producido por la dislocacién. Ahora tendremos tres términos al lado derecho de Sm
denotard el término que contenga desplazamientos externos y propios de la dislocacion mezclados, S
denota el término que contiene sélo desplazamientos propios de la dislocacion y S, denota el término
que contiene sélo desplazamientos externos. Asi, se sigue de B.23] que:

(3.23)

Sy = / dt d®x [pgt (f(;) — V- (uVU)} : (3.24)

Aqui se ha usado el hecho de que U debe satisfacer la ecuacién de onda:
2

U 2
_ U=0 3.25
P —HV ; (3.25)

que es la ecuacién de movimiento resultante al extremar S, para variaciones U de U. Esto equivale
a decir que 65, = 0 independientemente de S,, y Ss.

Para poder efectuar la integral B.24] debemos excluir del dominio de integracién, que en principio
corresponde a todo el espacio, todos los puntos de discontinuidad los cuales son mostrados en la Figura
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3.1l Estos corresponden al plano de deslizamiento (A2), que por definicién es donde u es discontinuo, y
la dislocacién misma, alrededor de la cual se extiende un tubo delgado que la rodea (A;). Como A; y
As son funciones de la posicién de la dislocacion X , no seran superficies contantes y por tanto la accion
S dependers de la posicién de la dislocacién X (t), del vector de Burgers b(t) y del desplazamiento
externo U(Z,t).

i -
(a) Dominio de integracién para S en un (b) Dominio de integracién para S exclu-
tiempo determinado. yendo la condenada z3.

Figura 3.1: Superficies discontinuas en el dominio de integracién de S.

Para calcular B.24] de una forma clara, haremos S,, = 5’7(7%) — 57(3). Como hemos dicho, el dominio
de integracién en [3.24] excluye los puntos de singularidad, de modo que tendremos:

0 oU 0 oU
S /wdtd TP ot <u8t> /Wdtd‘rpat <u8t>' (3:26)

Aqui el volumen V' corresponde al volumen generado al desplazar en un periodo de tiempo (infinite-
simalmente pequefio) dt las superficies de discontinuidad. Esto es: d®z’ = (dS} + dS?)V;ét, donde dS}
y de corresponden a los elementos de Ay y Ay respectivamente (Figura[3l) y V; es la velocidad con
que se desplazaron las superficies en dt, que es en nuestro caso la velocidad de la dislocacién 85?. Con

esta consideracién, obtendremos
ou
S dt / dS} V6t —
Sy = / xpu . / " Sy Vio p8 U

2
/dt/AQdS V(St,oat< 8t>
t2
—/d%pual] /dt/ dSlv,ou—/dt/ dSQVpu
1% A Az

Asumiendo que la deformacién producida externamente U se anula para para t1 y to lo suficiente-
mente lejanos en el pasado y futuro, el primer término en la 1ltima expresion se anula. Ademéds, como
%—[tj se ha supuesto continuo en la dislocacién misma, al hacer tender a cero el radio del tubo A; el
segundo término también se anula. Luego, usando el hecho de que en As (plano de deslizamiento) el

desplazamiento u sufre una discontinuidad b = b(t), tenemos:

ou

- (3.27)

S :—/dtb dS? V; p——
Az
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Ahora bien, para la integral Sff) podemos aplicar el teorema de Gauss, y realizar la integral de la
superficie que limita al dominio de integraciéon. Nuevamente los puntos singulares son excluidos este
dominio, por lo que los limites del volumen de integracién serdn una superficie en el infinito méas A;
y mas Ao. Observemos que todas estas superficies estan conectadas pues el plano de deslizamiento se

(2)

extiende desde la dislocacién hasta el infinito. De esta forma Sy’ queda:

52 — / dt &z pV - (uVU)

/dt/ dSluuﬁU—i—/dt/ dSluu8U+/dt/ dS? pu d;U.
A1 A2

Si suponemos que U se anula a distancias grandes de la dislocacién, el primer término de la 1ltima
expresién se anula. Ademds, como suponemos que VU no es singular en la dislocaciéon misma, andloga-
mente al caso anterior, al hacer tender el radio de A; a cero el segundo término se anula. Considerando
nuevamente que u tiene una discontinuidad b en As tendremos:

52) :/dtb/ dS? uo;U. (3.29)
Az

(3.28)

Por lo que nuestra expresién para .Sy, quedaria:
Sy =S —g2) — /dtb/ dS? {Van—i-u@U]
As 0
= —u/dtb/ ds? [w ﬁ—Qa—U + &U} : (3.30)
Ay ot

con 3 = +/(u/p) la velocidad de las ondas de cizalle (ondas S).

Como se ve en para calcular la accion S;, debemos efectuar una integral sobre todo el plano
de deslizamiento (Ag). Como se ve en la Figura dicha superficie posee un vector normal que se
encuentra contenido en el plano z1-z9, y cuya area puede ser calculada como el producto cruz entre
un vector Y que va entre la dislocacién y el infinito con otro vector L que se extiende a lo largo de la
linea de la dislocacion.

Para efectuar el cambio de variable, notemos que:

oYy

9% —de.

dS = €k L dY) = €L

Dado que L= (0,0, L), con L el largo (“infinito”) de la dislocacién, podemos reescribir la ecuacién
anterior como:

dS? = Leg M .
Oe
Aqui convendremos en que a,b,c,--- = 1,2y, como es lo usual, 7, j, k,... = 1,2,3. Ademads €, corres-
ponde al tensor totalmente antisimétrico de rango 2, es decir: €19 = —€o1 = 1 y €11 = €21 = 0. Como &
varfa entre la dislocacién y el infinito, ya que Y (e = 0,¢) = X (¢), la ecuacién queda:
o0
Sy = —ML/bdt/O deeab?z’< + 5 28;; %g) (3.31)

Procederemos ahora a extremar la accién mezclada con respecto a variaciones 6b de b y dY, de Y.
De la ecuacién 33Tl es claro que 0.5, tendré la forma:

68, = —u LIS\ (6b) + SV (5Y)), (3.32)
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l Plano de deslizamiento

A

L A

=+ 2

>

?:?(E,t) X,

Figura 3.2: Descomposicién del plano de deslizamiento para la integracién de la ecuacién B30 Aqui €
es un parametro que varia entre la dislocacién y el infinito

B Y, ,dY, U
—/6bdt/0 de cap < +07 (%)
B o0 0 _,0Y, 0U
= /6bdt/ de eqp [aYb <8aU+ﬁ 5 6t>
_Yba( L g2 8U>]

Oe ot ot
= / Sbdt ey | X (aaU(X(t)) 5—23X aU(@t())>

S 0V, 0U
—/0 A=Yy o (aan i m)] (3.33)

Aqui se ha usado el hecho que el campo externo U se anula en el infinito.
(b)

Para llevar acabo el cédlculo de Sy’ usaremos el hecho que como en el dominio de integracién
Z =Y, para cualquier funcién f evaluada en el dominio Y se satisface que:

(a)

con Sy, dado por:

oY, 9 oY, of, o1, dY.
Cab [a;(sf“ - masfa} — Cab [agb 3{/ O¥e = ‘W”a{/ e ]
oYy, 0fe Ofc 0Y,
- Y, — a8V
=€y gy, Ve ~ Vom0
Y, df, af. OY,
— €ca— Y; c Y;
= € gz gy, 000 T Yoy o

y como cualquier vector bidimensional satisface que €, A: = € Aq — €caAp, y €n nuestro caso —eq 0. =
€caOp — €cp0q, la expresion de arriba queda:

€ab %w 6Yb ~fa| = cadad. fc . (3.34)
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(0)

Calculando ahora Sy,

oY, Y, oU
b)_ b —92 a VU
/bdt/ deeab(S{ (8 U+p5 En 6t>}
98Y, 20)@ oU Y, _,0Y, 0U
/bdt/ dseab{ (8aU . 0t)+ . 6(6aU+5 5 8t>}
oY, oU o) oY, oU
_ 2 . 2
_/bdt/o daeab{ 5Yb<8aU+ﬂ 5 8t> 51@—85 <a U+ 3 5 8t>

Y, ,0Y, 0U
+2 5<aaU+ﬂ at m)}

DY, U
2
/bdt/ deeab{ <8U+ﬁ ~ (,%)
Y, (Y, oU oY, U
o [a 5<at 8t> 6Y8€(8t at)]

8}/}, 0
Y .
8 00, U -0 bagaaU}

tendremos que :

Si usamos la ecuacién B.34] en la tercera linea de la tltima expresién, y sumando y restando el
término ‘Wb §Y, LU tQ , podemos llegar a:

(,IBQ
oY, oU
SO — 2
/bdt/ dseab{ 5Yb<aaU+ﬁ = m)

Y, 8Y oU oU 9 0Yy Y, 1 92U
6 [ o ot +5Y“8t88t] 2e Yo g
aYb . OY, 19U
0o VAU = 52 Yoy 8t2}

oY, oU
/bdt/ daeab{ (m(a U+ 72 o m)

0 (. OY,dU
2 Y b
A ( BE 8t>

oY, 1 0°U )
~ e (62(%2 -V U)}

La segunda linea en esta expresién se anula, pues la variaciéon de las coordenadas §Y es nula en
los extremos t; y t3. La tercera linea también es igual a cero, puesto que el campo externo debe
ser solucién de la ecuacion de onda en el medio eldstico, segiin supusimos. De esta manera sélo la
integral de la primera linea es distinta de cero. Esta expresién queda evaluada en los extremos de e
que corresponden al infinito y a la dislocacién. Como en el infinito U es supuesto nulo, tendremos que:

m (3.35)

0X,0U
() — 2
S /bdtﬁab 0Xyp <8aU + 6~ ot 6t>
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Y ahora usando las ecuaciones[3.32] 3.33] y B.35], podemos escribir la variacién de la accién mezclada

COIMo:
. _,0X, 0U(X (1)) o0 B ,0Y, OU
<8aU(X(t))+B o) ) —/O AV s <8aU+ﬂ & (%)]

5Sm:—,uL{/5bdteab Xb

0X, 0U
_9 a
—|—/bdt €ab 0Xp ((%U + 6 9% o > } . (3.36)

De esta ultima expresién se ve que ahora la accién mezclada depende, al contrario del caso en que
b es contante, de una integral realizada en el plano de deslizamiento. Esto se puede explicar bajo el
siguiente argumento: Si b es una variable més del sistema que se encuentra definida en el plano de
deslizamiento, su variacién dependerd del campo U en dicho plano, ademas de afectar al movimiento
mismo de la dislocacién. Aqui debemos notar que, como se puede seguir del célculo, en los términos
que no involucran integrales sobre € (plano de deslizamiento) el campo U se encuentra evaluado en la
dislocacién X.

Veremos ahora que ocurre con la accién Sy que contiene solo términos del desplazamiento generado
por la dislocacién. Esta es dada por:

/dtd?’[ <?;Z> — (V)2

_n 3, |52 0,9 _y.
—2/dtda:{ﬂ 5t V(uVu)]

(3.37)

Evidentemente aqui el volumen de integracién es el mismo que el descrito para el calculo de S,,
(ver Figura Bl y ecuacion B.26]). De este modo es directo que al excluir los puntos discontinuos del
dominio de integracién tendremos, andlogamente al caso anterior, que:

Sy = “2/d3 e —/dt/ dsuvu—/dt/dsl <6u+B2V >
2/6 t1 oo Aq
_E 2 (o —2y, 94
2/bdt/AQdSZ (@u—i—ﬁ %at).

Para este caso debemos pensar en mantener aquellos términos divergentes despreciando los que
sean finitos. Al hacer tender el radio del tubo en A; a cero y pensando en una dislocacién estatica en
un pasado y futuros lejanos tendremos que todos los términos son finitos salvo la integral en el plano

de deslizamiento. Luego:
Sy = —“/bdt/ ds? (aiquﬂ?Via“) : (3.38)
2 As ot

En este punto debemos recurrir a las ecuaciones B.21] y B.22] que se han calculado para @y 9,U.
Reemplazando en [3.38 resulta:

Sy =1+1I, (3.39)

I= —% / b(t) dt / dS, ( / ds! dt' pb(t"G + Z‘;u / dsy dt' b(t') abG>, (3.40)

con:
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II = —% / b(t) dt / dS, (eab / dl’ dt' 11b(t") 9,G + €qe / dl' dt' X.pb(t') G + Z;;ecb / dt’ dl’ub(t’)XcﬁbG)
(3.41)
La integral I debe ser efectuada sobre el plano de deslizamiento en un instante ¢ y otro ¢’. En
la Figura [3.1] podemos ver ambas superficies generadas por la dislocacién en los tiempos t y t'. Para
resolver esta integral efectuamos una integracién por partes en ¢t para el primer término y para el
segundo, usando el hecho que dS; = e,.dH/ dl’, con H un vector que varia entre desde la dislocacién
y el infinito, por el plano de deslizamiento; es posible usar el teorema de Stokes. Luego se tendra:

A

Figura 3.3: Esquema de integracion para Ss. La dislocacion en un tiempo ¢ se encuentra en una posicién
Y(s,t)=X({',t') + ¢

I= —g / dt dS, <— / ds! dt' pb(t') b(t) G + ‘ﬁ/;“ / dl’ dt' b(t') b(t) G) . (3.42)

Es importante observar que como el contorno de S” corresponde a la dislocaciéon misma més lineas
rectas en el “infinito” (Figura B]), de modo que al aplicar el teorema de Stokes la integral queda
evaluada en la dislocacién. Si hacemos As =s — 1" y At =t —t/, tendremos que:

K T Va NN,
I= —2/ d(At) €qc dH d(As) <_/5ab dHydl"dt'pb(t') b(t) G + ﬁQ'u/dl dt" b(t") b(t) G>. (3.43)

En el apéndice A se encuentran explicados algunos resultados que usaremos en esta parte.
En primer lugar se efectuard la integral de G sobre s y I'. En este caso tendremos que G =
G(Y (s,t) — X(I',t'),t — t'). La expresion explicita de G para un medio isétropo antiplano es:

(3.44)

Luego, usando la ecuacién [AL6 y [A7] tendremos:
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B

S(At — vV e2+X2At2+A52)

I= _8£ / d(At) dt' dl' €qe dH,. d(As) <— / €ap dH] D2(t') + Vo b(t") [b(t') +b(t’)At])
T I
€2 + X2At? + As?
(3.45)
Ahora debemos usar la conocida férmula:

Slg(a)] = W, (3.46)

%

donde z; representa el i-ésimo cero de g. En nuestro caso tomaremos este resultado para = = At.

Luego:
2 XL’2A 2 1 Ag2 2 4 2
g(At)_At_\/e + ,Bt +As éAt_‘/m. (3.47)

Aqui tomaremos At > 0. Con el objeto de simplificar los cdlculos nos restringiremos al caso en
el que la dislocacién se mueve muy lentamente en comparacion con la velocidad de la onda 3. La
interpretacion fisica de esto sera discutida mas adelante, cuando analicemos el caso geofisico al que
aplicaremos las ecuaciones obtenidas en esta parte. En esta aproximacion el cero positivo de g seria:

VAs2+¢€2
[E]

. Ademaés:
=1-==1 (3.48)

Por lo que llegamos a:

J(At — YEEAS)

€2 + )‘_('QAtQ + As?
(3.49)

I= —8% / d(AL) dt' dl eqe dH, d(As) <— / €ap AH} D2 (1) + Vo b(t) [b(t) +b(t’)At]>

Ahora, usando la § efectuaremos la integral en At, obteniendo:

1
(3.50)
Para efectuar la integracion sobre As se usard una aproximacién de induccién local, esto es, la
dindmica de un punto X (s, ¢) de la dislocacién est4 influenciada sélo por puntos cercanos X (I, '), tal
que |s —I'| < o, con A\g ~ o; es decir que entre un tiempo ¢ y ¢’ un punto de la dislocacién solo puede
estar afectado por otros puntos ubicados a una distancia comparable con la longitud de onda Ag del
sistema. De este modo, usando:

/ d(As)1$2 = 2In(As+ Ve + AS2)) =2In %. (3.51)

o
. e+ A 0

I= —8% / dt' dl eqe dH, d(As) <— / eap AH} D2 (1) + Vo b(t') [b(') + b(t") (As2+e2)/52]>

Aqui hemos usado el hecho de que € < o y redefinido 20 — ¢ para no sobrecargar la notacién.
Luego, la integral queda:

L , , b2
I:_Z/dt/eacdHc [(—/eabdﬂéb2+vabb> an+Vﬁ o
€

™

(3.52)
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Si el plano de deslizamiento se mueve rigidamente con la dislocacién, tendremos:

L ) .. X, b
I—_ pﬂ ' e, H, [(—eangb2+Xabb) ln% 4 Rab U] . (3.53)
Por lo que finalmente llegamos a:
L . L X, b
1= Z dt’ [(—H2 B+ oo Hchbb) 7+ ey H, 5 U] : (3.54)
7r €

Haciendo la variacién de I, considerando que &(bb) = bdb + bdb = bdb — bdb = 0, tendremos:

oI = J:T nZ / dt’ {H2 2% 6b — eqe He (b + 5%) 6 X4 — eachﬁa(éXa bb+ b (b X, + bXa))} .
m €
(3.55)
Integraremos I/ de manera analoga:
II:—% / dtds, <ea,, / dl’ dt* 1 b(t) b(t') BG — €qe / di" dt' X.p b(t) b(t') G
(3.56)

—i—g;ecb / dt’ dl’u b(t) b(t’)XcabG>.

La contribucién del dltimo término es despreciada, pues es proporcional a 2,
Con las mismas consideraciones que para el caso anterior podemos aplicar el teorema de Stokes,

obteniendo:

IT = —% / dt ds ( / di’ dt’ ju b(t) b(t") G — / di' dt' dH.X .p b(t) b(t') G)

=5 / d(At) d(As) < / di' dt’ pu (b4 bAt) b — / dl’dt’dHcXCpbb>

\/W)
x 0 (3.57)

€+ XQAtQ + As?

:—/ </ di’ dt’ ju ( bln+bﬁ)b—HCan/dl’dt’chl}b>
€
:—/dt’(,u,bQIn+u6bU—Hcanchbb>.
47 € I} €

Luego, aplicando una variacién sobre I1 queda:

L . .
611 = —— / dt’ (u 2% bIn S + Holn L p (bb+ bz)éXc) . (3.58)
T € €
Las ecuaciones dindamicas pueden ser obtenidas haciendo 4.5, + §5s = 0 y postulando que b y X
son coordenadas independientes del sistema. Asi, usando las ecuaciones 3.36] .53 y B.58 tendremos:
X, U
32

€ab <8bU + ir 32

> ! { T (hb+ 1) (ecaHeo + H, )+ecaH02;z}B] , (3.59)
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X, U o 3} Y, U
X, (abU-i- ﬁ2> —/O de Yy o (8aU+ ﬁ2>
(3.60)

Con el objeto de simplificar un poco el set de ecuaciones obtenido, tomaremos el caso particular en
que la dislocacién sélo realiza un movimiento paralelo al plano de deslizamiento. Esta aproximacién
no es del todo una mera simplificacion del problema, pues tiene un cierto sustento fisico. Como hemos
tomado el caso en que el plano de deslizamiento se desplaza rigidamente junto con la dislocacion,
un movimiento perpendicular a éste implicaria desplazar toda la discontinuidad por el medio, lo cual
es mas costoso desde el punto de vista del trabajo invertido en ello, que hacer un desplazamiento en
sentido paralelo a dicho plano. Una breve discusién de esto se puede ver en [4]. Aunque los argumentos
para este caso estan basados en el caso de dislocaciones microscopicas, es posible establecer la analogia
con el caso descrito arriba.

De esta forma llegamos a las ecuaciones:

1 o 9% T - . ..
1 €qp =5 [ln6(pH b+ ub) +€cchE(bXa+bXa) .

XU\ 1 O iy 20 . .
€ab b (abU + /82 ) = . ﬂ2 |:ln Z(bb +b )(GCQHC + Ha) + ECchﬁbb s (361)
Xb U 1 o -
M Eqp [)(aﬂ2 — dHa 8bU = gh’l g(pHQb—i-/J,b) (362)

Como vemos en estas ecuaciones hay una dependencia de la fuente evaluada en el plano de des-
lizamiento. Esto es porque, segin hemos mencionado, el hecho de que b pase a ser una variable hace
posible que los desplazamientos externos actien sobre b, que se encuentra definido en este plano.
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Capitulo 4

Discusién y Conclusiones

Hemos obtenido un conjunto de ecuaciones que rigen el comportamiento de un sistema elasto-
dindmico dado por una dislocacién helicoidal que, producto de una fuente externa de tensiones, puede
variar tanto su posicién como su intensidad dada por el vector de Burgers. A pesar de que la idea
de tener una dislocacién cuya intensidad varie en el tiempo es incompleta para aproximarnos a la
comprension del comportamiento de una falla, puesto que en nuestros calculos hemos supuesto que la
intensidad no varia segin la posicién (dislocacién homogénea); es posible interpretar desde el punto
de vista de la fuente sismica este sistema como el borde de una falla. De este modo, recurriendo al
ampliamente usado modelo de falla antiplana; el movimiento de la dislocacién representaria un despla-
zamiento en el frente de ruptura. Cabe mencionar de todos modos que en la aproximacién X?2/3% << 1
que hemos empleado no seria posible incluir terremotos grandes puesto que en ese caso el frente de rup-
tura se mueve con velocidad del orden de las ondas .S. Sin embargo el estudio de terremotos silenciosos,
en los que la ruptura se mueve en a bajas velocidades si quedarian incluidos en este estudio.

De este modo las ecuaciones B.61] y nos mostrarian como es el comportamiento del borde de
una falla antiplana con la geometria descrita en la Figura [41]

A

Figura 4.1: Interpretacién en la geometria antiplana.
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Notemos que, conforme a lo comentado en la obtencién de las ecuaciones, los movimientos de la
dislocacion son obviamente paralelos a la proyeccion del plano de falla en el plano x — y.

Las variaciones tanto en X como en b quedan condicionadas por las variaciones temporales y es-
paciales del campo externo de desplazamientos evaluado en la dislocacién y ademds, como se ve en
la ecuacién B.62] en el plano de deslizamiento. Esto 1ltimo no ocurre para el caso en que b no es una
variable mas del sistema y le da algo de consistencia a nuestro resultado, pues b se encuentra definido
justamente en este plano.

Es muy interesante la informacién que nos arroja la ecuacién [B.62], con respecto a la variacién de b,
pues tiene la forma de un oscilador armoénico forzado para esta variable. Notemos que el forzamiento
viene dado por los desplazamientos de la dislocacién y por el campo externo. La frecuencia del oscilador
es w = §/H, de manera que para fallas grandes comparadas con Ag las frecuencias de esta oscilacion
serfan bajas comparadas con fg. Aqui hay dos casos que pudieran resultar sumamente novedosos de
estudiar:

= Caso en el que no hay variaciones espacio-temporales de la fuente: Aqui el forzamiento seria
nulo, pero de manera poco intuitiva si podriamos tener variaciones armoénicas b. De verificarse
esta propiedad se podria extraer informacién importante de una falla (extensién), conociendo
las frecuencias a las que oscila su intensidad.

= Caso en el que el forzamiento produce una resonancia: Esto es otro resultado importante, puesto
que si el lado izquierdo en oscila a una frecuencia similar que b se produciria un aumento
abrupto en la intensidad de la dislocacion. Como no conocemos la escala de tiempo en que el
sistema entra en resonancia no podemos asociar este resultado a un terremoto, sin embargo, se
deberian producir deformaciones muy grandes en el medio si ocurre este tipo de interaccion.

Pese a que este estudio se ha limitado a un borde de la falla, la idea inicial de modelar una falla
como un conjunto de dislocaciones de este tipo puede ser, al menos por ahora, entendida conceptual-
mente. Considerando el hecho de que las dislocaciones de igual signo de repelen y de distinto signo se
atraen, si el impacto conjunto de la interaccién entre dislocaciones y el campo externo permite, por
ejemplo, una alineacién de los vectores de Burgers, la repulsién entre las dislocaciones haria extender
la falla y de esta manera podriamos tener una visién méas completa de la fuente. Sin embargo, para
esto se debe estudiar de manera méas acabada la influencia de las tensiones externas sobre b y como
interaccionan un conjunto de dislocaciones que compartan el plano de deslizamiento.

Finalmente recordaremos, que este estudio se ha limitado a un medio elastico lineal, homogéneo,
isétropo, para movimientos lentos de la dislocacién y tomando un plano de deslizamiento que se mueve
rigidamente con ella.



Apéndice A

Mostraremos algunas consecuencias de la aproximacion I’ ~ s y ¢t ~ ' usada en la seccién [3.2], para
el célculo de S. Puesto que en esta parte de la accion debemos efectuar una integral sobre los planos
de deslizamiento en t y en ¢/, supondremos que para un tiempo At =t — t’ estardn a una distancia e.
Definimos Y como 17(5, t) = X (s,t) + €, y realizando una expansién en serie para X tendremos:

ox (Ut
b

Desde luego, cortando la serie a primer orden y para s = I’, obtendremos:

X(s,t) =X, 1) +)?(l’,t’) (t—t") + - +... (A.1)

X, t) - XUt

Xt = A2
(v, #) = (42)
Luego, usando la definicién de Y y el hecho de que %—)S( = Z, tendremos:
Vs, t) = X(U,t) = XU )t — ) +2(s— 1) +e. (A.3)
Notemos que:
oY 0X
— = A4
ot ot ( )
Si tomamos €~ X (I',t) — X(I',#) y usando la ecuacién [A2 llegamos a:
\?(s,t) - X', = \/e2 + ).Z')(l’,t’)2 +2e2+ (s —1')2. (A.5)

Para no sobrecargar la notacién haremos 3¢ — €2. Puesto que € puede ser interpretado como una
longitud caracteristica del sistema (muy pequena, en comparacién con el limite de induccién local §)
que representa la contribucion del niicleo de la dislocaciéon al movimiento de la misma; podemos hacer
esta sustitucion sin perder el sentido fisico de €. Luego:

IV (s,t) — X(I', )] = \/62 F XL (s — 12, (A.6)

Por otra parte, haciendo consideraciones similares para b(t) y b(t'), obtendremos:

b(t) = b(t") +b(t') (t —t') + ..., (A7)
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